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შესავალი 
წინამდებარე ნაშრომში მოყვანილია ერგოდულობის თეორიის საწყისები, ერგოდულობის 
სხვადასხვა განმარტება და ერგოდული ასახვების სპეციფიკური თვისებები, ასევე 
შემოღებულია ერგოდული მაქსიმალური ფუნქცია და ახლებურად არის დამტკიცებული 
ერგოდული მაქსიმალური თეორემა, შემდეგ კი მისი გამოყენებით დამტკიცებულია 
სუსტი (1,1) ტიპი ერგოდული მაქსიმალური ფუნქციისთვის და ერგოდულობის 
ძირითადი თეორემა. 

ერგოდულობის თეორიის საწყისები 

ვთქვათ ( , , )X S µ  ზომიანი სივრცეა, S ზომად სიმრავლეთა σ -ალგებრით და µ  ზომით, 

ანუ: 
1. S∅∈  და X S∈  
2. S X\ A SA∈ → ∈  

1 2 1 23.A A ... S A A ... S∈ → ∈   

ხოლო :S Rµ +→  აკმაყოფილებს თვისებებს: 

A1. ( ) 0S Aµ∈∀ ≥  

1 2 1 2
1

2.(A A ... S A A ) (A A ...) (A )i j i j i
i

µ µ
∞

≠
=

∈ ∧∀ =∅ → =∑  

 

ვთქვათ :T X X→ არის ზომის შემნახავი ასახვა, ანუ 1 1T (A) (A) (T (A))A S S µ µ− −
∈∀ ∈ ∧ =   

A -ს ეწოდება ინვარიანტული T -ს მიმართ, თუ 1 1(A\ T (A) T (A) \ A) 0µ − − =  

T -ს ეწოდება ერგოდული, თუ ინვარიანტულია მხოლოდ ნული ან სრული( (A) ( )Xµ µ= ) 

ზომის სიმრავლეები: 1 1(A\ T (A) T (A) \ A) 0 ( (A) 0 (A) ( ))Xµ µ µ µ− − = ↔ = ∨ =  

ლემა: 

0

( ) 0 ( T (A)) (X)i
A S

i

Aµ µ µ
∞

−
∈

=

∀ > → =


 

დამტკიცება :  

ვთქვათ ( ) 0Aµ >  განვიხილოთ 
0

B T (A)i

i

∞
−

=

=


.  ვაჩვენოთ რომ ( ) (X)Bµ µ= . თუ 

განვიხილავთ 1T (B)− , ცხადია 1

1

T ( ) T ( )i

i

B B
∞

− −

=

=


  და შესაბამისად 1T (B) B− ⊂  ანუ 

1 1 1 1( \ T ( ) T ( ) \ ) ( \ T ( )) ( ) (T ( )) 0B B B B B B B Bµ µ µ µ− − − −= = − =  

რამდენადაც ( ) ( ) 0B Aµ µ≥ > ამიტომ, ერგოდულობის პირობით ( ) (X)Bµ µ= . 
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ამასთან 
0

( ) 0 ( T (A)) (X)i
A S

i

Aµ µ µ
∞

−
∈

=

∀ > → =


 არის ერგოდულობის ალტერნატიული 

განმარტება, რადგან მისი დაშვებით მტკიცდება ერგოდულობის პირობაც: 
 

თუ 1 1( ) 0 (A\ T (A) T (A) \ A) 0Aµ µ − −> ∧ =  ანუ 1x T (A) x A−∈ ↔ ∈  თ.ყ x -სთვის 

და შესაბამისად 1x T (A) x T (A)i i− − +∈ ↔ ∈ , ანუ 
0

( T (A)) (A) (X)i

i

µ µ µ
∞

−

=

= ≠


 

ამ ლემის გამოყენება ხდება შემდეგი მნიშვნელოვანი თეორემების დასამტკიცებლად: 
 
პუანკარეს დაბრუნებადობის თეორემა: 

თ.ყ x A∈  T (x)n
n N A∈∃ ∈  

თუ განვიხილავთ 1B T (A)−=  მაშინ 
0 1

x x T ( ) T ( )i i

i i

A B A
∞ ∞

− −

= =

∈ → ∈ =
 

 ანუ 

x T ( )n
n N A−
∈∃ ∈  და შესაბამისად T (x)n A∈ . 

 

განვსაზღვროთ :AN A N→  (x) nAN = 0T (x) A T ( ) An i
i n x< <∈ ∧∀ ∉  

 
თეორემა:  (კაცის თეორემა) 

ნებიმიერი ერგოდული ასახვისთვის და ( ) 0A S Aµ∈∀ > -სთვის სამართლიანია ტოლობა: 

( ) (X)A
A

N x dµ µ=∫  

დამტკიცება: 

ავღნიშნოთ 0(A) bµ =  0A A=  1
1T (A ) \ Ai iA −
−=  ({x : (x) i})i An Nµ= =  (ცხადია 0

0
i

i
b n

∞

=

=∑ )  

 ვაჩვენოთ რომ Ai A =∅ .  

ვთქვათ Aix∈ და A jx∈  მაშინ Ai -ს განამრტებით T (x)i A∈  და A j -ს განამრტებით 

T (x) Ai
j i−∈ . რადგანაც ნებისმიერი i 0> -სთვის Ai A =∅ , მივიღეთ წინააღმდეგობა.  

რადგანაც T ზომის შემნახავია და 1x T (A ) (x) i 1i AA N−∈ → = + , ამიტომ  

1 1 1
1 1 1 1(A ) (T (A ) \ ) (T (A )) (T (A ) )i i i i i i ib A A b nµ µ µ µ− − −
− − − −= = = − = −  ანუ 
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1 2 1 0 1 1
1

... ...i i i i i i i i i
k i

b b n b n n b n n n n
∞

− − − −
= +

= − = − − = = − − − − = ∑  

რადგანაც 
0 0

T ( )i
i

i i

A A
∞ ∞

−

= =

=
 

 ამიტომ 

0 0 0 10

(X) ( ) (A ) ( )i i i k i A
i i i k i i ii A

A b n in N x dµ µ µ µ
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

= = = = + ==

= = = = = =∑ ∑ ∑∑ ∑ ∫

 

ერგოდული მაქსიმალური ფუნქცია 
 

 ერგოდული მაქსიმალური ფუნქცია: 
 
ვთქვათ მოცემულია f : X R→ ფუნქცია. ერგოდული მაქსიმალური ფუნქცია არის 

ოპერატორი 
1

*

0

1f (x) sup f(T (x))
n

i

n in

−

=

= ∑  

ერგოდული მაქსიმალური თეორემა: 

*{f 0}

f d 0µ
≥

≥∫  

დამტკიცება: 

1
*

0
f (x) 0 f(T (x)) 0

N
i

N
i

−

=

> → ∃ >∑ . ავღნიშნოთ 
0

A {x : n min{ : f(T (x)) 0}}
N

i
n

i
N

=

= = ≥∑  

ცხადია {A }n  თანაუკვეთი სიმრავლეებია და *

0

A {f 0}n
n

∞

=

= ≥


 

ანუ 
* 0 A{f 0}

f d f d
nn

µ µ
∞

=≥

=∑∫ ∫ . ცხადია 1
1A T (A )i i

−
+ ⊂  

განვიხილოთ 0 1A ,A  სიმრავლეები და ვაჩვენოთ რომ 
1 0A A

f d f d 0µ µ+ ≥∫ ∫   

განსაზღვრით 0x A f(x) 0∈ → ≥  და 1x A f(x) f(T(x) 0∈ → + ≥  

დავყოთ 0f : A R→ ფუნქციის მნიშვნელობათა სიმრავლე K [n , (n 1) )n ε ε= + რაიმე 0ε >   

და განვიხილოთ 1f ( )nK− . ცხადია 1{f ( )}nK− თანაუკვეთია და 1
0

0

f ( ) An
n

K
∞

−

=

=


 

განვიხილოთ f d
nK

µ∫  -ს მიახლოებად 1(n 1) (f ( ))nKεµ −+ . 
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ახლა განვიხილოთ 1 1
1P T (f ( )) An nK− −=  ,ცხადია 1

0

P An
n

∞

=

=


. რადგან 1
P T(x) f ( )

nx nK−
∈∀ ∈  

და რადგან  f (x) f (T(x)) (n 1)ε≥ − > − + , ავიღოთ 
P

f d
n

∫  -ს მიახლოებად (n 1) (P )nεµ− + . 

რამდენადაც 
0

1
0

A

1

0 0f (K )

f d limf d (n 1) (f K )
n

n
n nε

mm  εm
−

→

∞ ∞
−

= =
= = +∫ ∑ ∑∫  და  

1
0

A 0 0P

f d limf d (n 1) (P )
n

n
n nε

mm  εm
→

∞ ∞

= =
= = − +∫ ∑ ∑∫ , T -ს ზომის შემნახავობით ვიღებთ რომ 

0 1
0

A A

1

0
f d f d lim ) 0(n 1) ( (f K ) (P )n n

nε
mm  ε mm

→

∞
−

=
+ = ≥+ −∫ ∫ ∑ . 

ყოველი An  სთვის დამტკიცების იდეა ამ შემთხვევის ანალოგიურია, იმ მოდიფიკაციით 

რომ ყოველ A (1 )i i n≤ ≤  წარმოვადგენთ როგორც 1

0

T (f (K )) Ai
k i

k

∞
− −

=





 და რამდენადაც 

ყოველი Anx∈ -სთვის 
0

f(T (x)) 0
n

i

i=
≥∑   

1

0
f(T (x)) f(T (x))

n
i n

i

−

=

≥ −∑  და რადგანაც ყოველი 

1T (f (K )i
kx − −∈ -სთვის f(T (x)) (k 1)n ε< + , 

1

1
1

1 T (f (K )

(n 1) (f K )f d
i

k

n

n

i
εµ

− −

−
−

=
≥ − +∑ ∫  და 

ინტეგრლთა ჯამი გამოვა არაუარყოფითი. 
 
 
სუსტი (1,1) ტიპი ერგოდული მაქსიმალური ფუნქციისთვის: 

*

*

{f }

1{f } f d
λ

µ λ µ
λ

≥

≥ ≤ ∫  

დამტკიცება: 

1 1
* * *

0 0

1 1f (x) sup f(T (x)) f (x) sup (f(T (x)) ) (f ) (x)
n n

i i

n ni in n
λ λ λ

− −

= =

= → − = − = −∑ ∑  

ერგოდული მაქსიმალური თეორემით 
*{f 0}

f d
λ

λ µ
− >

−∫  ვიღებთ 

* * * *

*

{f 0} {f 0} {f 0} {f 0}

f d f d d f d ({f }) 0
λ λ λ λ

λ µ µ λ µ µ λµ λ
− ≥ − ≥ − ≥ − ≥

− = − = − ≥ ≥∫ ∫ ∫ ∫  

აქედან ვიღებთ დასამტკიცებელს. 
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ლემა: 

თუ f(x) f T(x)=   თ.ყ x X∈ მაშინ f const=  თ.ყ x X∈  

დამტკიცება: 

დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ არსებობს ორი დადებითი ზომის მქონე 1 2A ,A  

სიმრავლე და r R∈  ისეთი რომ 1 2A A X=  1x A f(x) r∈ → ≤ , 2x A f(x) r∈ → >  

რადგან  f(x) f T(x)=   , ცხადია 1
1 2x T (A ) x A−∈ → ∉  და 1

2 1x T (A ) x A−∈ → ∉  ანუ  

1
1 1A T (A )−=  და დაირღვა ერგოდულობის პირობა. 

 
ერგოდულობის ძრითადი თეორემა: 

1

0 X

1 1lim f(T (x)) f d
(X)

n
i

n in
m

m

−

→∞
=

=∑ ∫  

დამტკიცება: 

ვაჩვენოთ რომ 
1

0 X

1 1lim f(T (x)) f d
(X)

n
i

n in
m

m

−

→∞
=

=∑ ∫  და 
1

0 X

1 1lim f(T (x)) f d
(X)

n
i

n in
m

m

−

→∞
=

=∑ ∫  

რამდენადაც 
1 1

0 1

1 1f (x) lim f(T (x)) lim f(T (x)) f (T(x))
n n

i i

n ni in n

− −

→∞ →∞
= =

= = =∑ ∑  დამტკიცებული ლემით 

f const= , ანალოგიურად 
1 1

0 1

1 1f (x) lim f(T (x)) lim f(T (x)) f (T(x))
n n

i i

n ni in n

− −

→∞ →∞
= =

= = =∑ ∑  f const= . 

რამდენადაც 
X X X

f d f Td ... f T d ...nµ µ µ= = = =∫ ∫ ∫   და 
1

0X X

1f d f T d
n

i
n

in
µ µ

−

=

∀ = ∑∫ ∫   ანუ 

1 1

0 0X X X
1

0X X

1 1 1 1 1f d lim f T d lim f T d
(X) (X) (X)

1 1 1lim f T d f d f
(X) (X)

n n
i i

n ni i

n
i

n i

n n

n

mmm 
mmm 

mm
mm

− −

→∞ →∞
= =

−

→∞
=

= = ≤

≤ = =

∑ ∑∫ ∫ ∫

∑∫ ∫

 



 

ანალოგიურად მივიღებთ რომ 
X

1 f d f
(X)

µ
µ

≥∫  

მეორეს მხრივ, რადგან 
1

*

0

1f (x) lim f(T (x)) f
n

i

n in

−

→∞
=

≥ =∑  ამიტომ *{f f} X≥ =  და სუსტი(1,1) 

ტიპის გამოყენებით 
X

f d f (X)µ µ≥∫  აქედან შესაბამისად 
X

1f f d
(X)

µ
µ

= ∫  
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ანალოგიურად თუ განვიხილავთ f−  ფუნქციას, 
X

1f f f d
(X)

µ
µ

− = − = −∫  

 ანუ 
X

1f f f d
(X)

µ
µ

= = ∫  
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