
ივანე ჯავახიშვილის სახელობის თბილისის
სახელმწიფო უნივერსიტეტის ზუსტ და
საბუნებისმეტყველო მეცნიერებათა

ფაკულტეტის მათემატიკის მიმართულება

სამაგისტრო ნაშრომი თემაზე:

"მესამე სიმეტრიული კოჰომოლოგიის ჯგუფის
დახასიათება ჯვარედინ–მოდულური

გაფართოებების საშუალებით"

ავტორი: ილია ნანობაშვილი

ხელმძღვანელი: ფიზიკა–მათემატიკის
მეცნიერებათა დოქტორი ნ.ინასარიძე

2013
თბილისი



წინამდებარე ნაშრომი ეხება ჰომოლოგიური ალგებრის ერთ–ერთთანამედროვე
საკითხს. 2009 წელსM.D.Staic-მა სტატიაში (“From3-algebras to Δ-groups
and Symmetric Cohomology”, J.Algebra (4) 332 (2009), 1360–1378) მოგვცა
სიმეტრიულიკოჰომოლოგიისჯგუფების განმარტება, რომელიცნაკარნახევი
იყოტოპოლოგიური კონსტრუქციებიდან. ამითმანფაქტიურადშექმნა
ახალი ე.წ "სიმეტტრიულიკოჰომოლოგიისთეორია". ოდნავ მოგვიანებით
მანვე სტატიაში "Symmetric cohomology of groups in lowdimension" შეძლო
სიმეტრიულიკოჰომოლოგიისჯგუფებისდახასიათებადაბალგანზომილებებში.
ჩვენს მიერ შესწავლილია მესამე სიმეტრიულიკოჰომოლოგიისჯგუფი,
გარკვეული აზრითგანზოგადებულია კლასიკურიშედეგი, 3–ე სიმეტრიული
კოჰომოლოგიისჯგუფიდახასიათებულიაჯვარედინ–მოდულურიგაფართოებების
საშუალებით.



შესავალი
განვიხილოთGჯგუფიდაG მოდულიA. შემოვიღოთაღნიშვნაCn(G,A) ≡
{σ : Gn → A} სადაცσ არის ნებისმიერი სიმრავლური ასახვადა განვსაზღვროთ
δn : Cn(G,A) → Cn+1(G,A) შემდეგნაირად:

δn(σ)(g1...gn+1) =
g1 σ(g2...gn+ 1)−σ(g1g2...gn+1)+...+(−1)nσ(g1...gngn+1)+

(−1)n+1σ(g1...gn)

როგორც კლასიკურითეორიიდანაა ცნობილი ამ შემთხვევაში მიიღება
კომპლექსი

C∗ : C0 δ0 // C1 δ1 // C2 δ2 // ...
δn−1

// Cn δn // Cn+1 // ...

დიფერენციალით δ და მის n-ურ ჰომოლოგიის ჯგფუბს ეწოდება n-
ური კოჰომოლოგიისჯგუფიG–სი კოეფიციენტებითA–შიდა აღინიშნება
Hn(G,A)-თი.

გარკვეულიტოპოლოგიურისაკითხებიდან გამომდინარე საჭიროხდება
განვიხილოთ სიმეტრიული ჯგუფ Σn+1–ის ელემენტების მოქმედება
Cn(G,A)–ზე ნებისმიერი n-თვის განსაზღვრული შემდეგნაირად:
τ1σ(g1...gn) = −g1σ((g1)

−1, g1g2, g3...gn)
τiσ(g1...gn) = −σ(g1...gi−1gi, (gi)

−1, gigi+ 1...gn) როცა 1 < i < n
τnσ(g1...gn) = −σ(g1...gn−1gn(gn)

−1)

სადაც τi ∈ Σn+1დაწარმოადგენს გარდაქმნასრომელიც ადგილსუცვლის
i–ურ და i + 1–ე წევრებს. ნაჩვენებია, რომ ეს მოქმედება ცალსახად
გრძელდება მთელΣn+1–ზედარომ მიღებულიმოქმედება შეთანხმებულია
δ–სთან. ამ მოქმედების მიმართ ინვარიანტული ელემენტები ქმნიან
C∗-ს ქვეკომპლექსრომლის ჰომოლოგიისჯგუფებს ეწოდებათსიმეტრიული
კოჰომოლოგიისჯგუფებიG-სი კოეფიციენტებითA–შიდა აღინიშნება
HSn(G,A)–თი(ანუფაქტიურადგვაქვს ახალი ე.წ სიმეტრიულიკოჰომოლოგიის
თეორია). ბუნებრივად განიმარტება HSn(G,A) → Hn(G,A) ასახვა.
ცხადია შესასწავლიხდებადამოკიდებულებაHSn(G,A)–სადაHSn(G,A)–ს
შორის. . 2009-წელს Mihai D.Staic-ის ავტორობით დაიბეჭდა სტატია
"Symetric cohomology of groups in lowdimension" სადაცდაწვრილებითაა
განხილული n = 2 შემთხვევა. ნაჩვენებია, რომ ამ შემთხვევაში ასახვა
HS2(G,A) → H2(G,A) ყოველთვის არის ინექციადა მიღებულია კლასიკური
შედეგის მსგავსი შედეგი სიმეტრიული კოჰომოლოგიის შემთხვევაში.
კერძოდ ცნობილია, რომ H2(G,A) ∼= Ext1(G,A) სადაც Ext1(G,A)
არისA–სG–თიგაფართოებების სიმრავლის გარკვეულიექვივალენტობის
კლასები. ზემოაღნიშნულ სტატიაში ნაჩვენებია, რომ სიმეტრიული
კოჰომოლოგიის შემთხვევაშიც ადგილი აქვს ანალოგიურფაქტსHS2(G,A) ∼=︷ ︸︸ ︷
Ext1(G,A) სადაც

︷ ︸︸ ︷
Ext1(G,A) ⊂ Ext1(G,A). ასევე იმავე სტატიაში

დადგენილია ის პირობები რა პირობებშიც HSn(G,A) → Hn(G,A)
ბუნებრივი ასახვა არის ინექცია. უფრო კონკრეტულად ეს ყველაფერი



განხილულიიქნება შემდეგ პარაგრაფში. გარდა ამ ყველაფრისდაწვრილებით
განხილვისა ნაშრომში ძირითადი ნაწილი დათმობილი აქვს n = 3
შემთხვევას. როგორცვიცითკლასიკურშემთხვევაში მესამე კოჰომოლოგიის
ჯგუფიხასიათდებაჯვარედინ–მოდულურტერმინებში, კერძოდგვაქვს
Hn(G,A) ∼= Ext2(G,A) იზომორფიზმი სადაც Ext2(G,A) არის A–ს
G–თიორისიგრძის ანურაციგივეაჯვარედინ–მოდულურიგაფართოებების
სიმრავლის გარკვეული ექვივალენტობის კლასები. როგოცრც n = 2
შემთხვევაში ჩვენს მიერ მიღებული შედეგიც წარმოადგენს ამ ფაქტის
ანალოგს(განზოგადოებას)უკვე სიმეტრიულიკოჰომოლოგიისთეორიაში.



§1.აღნიშვნები, ძირითადი განმარტებები და
საწყისი დებულებები

ვთქვათ G მულტიპლიკაციური ჯგუფია. ZG–თი აღვნიშნოთ G-თი
წარმოქმნილი თავისუფალი აბელური ჯგუფი. როგორც ცნობილია
ამ შემთხვევაში ZG–ს ელემენტებს აქვთ სახე: k =

∑
x∈G

kxx სადაც ∀

x ∈ G თვის kx ∈ Z და მხოლოდ სასრული kx ̸= 0. ოპერაცია G–ში
წარმოქმნის გამრავლებასZG–ში შემდეგნაირად

∑
x∈G

kxx
∑
y∈G

kyy =
∑

x,y∈G
kxkyxy.

თუ დავაკვირდებით ვნახავთ, რომ ZG-ს ელემენტები სხვა არაფერია
თუ არა სიმრავლური ასახვები k G-დან Z–ში ისეთი, რომ k(x) = 0
თითქმის ყველაx–თვისG–დან. ცხადია ბუნებრვადგანიმარტება,ZG–ს
ორი ელემენტისჯამი (k+k′)(x) = k(x)+k′(x). ადვილიშესამოწმებელია,
რომ ამ ორი ოპერაციის მიმართ ZG წარმოადგენს რგოლს. ვთქვათ
მოცემულიგვაქვსG მულტიპლიკაციურიდაA აბელურიჯგუფი. შემოვიღოთ
შემდეგი

განმარტება 1.1 ვიტყვით, რომ G მოქმედებს A–ზე თუ ∀ g, g1 ∈ G
და ∀ a, a′ ∈ A-თვის ga ∈ A და ადგილი აქვს ტოლობებს.

1. gg1a =g a+g1 a.
2. g(a+ a′) =g a+g a′.

ახლა მოვიყვანოთერთიმარტივი წინადადებადაუმტკიცებლად, რომლის
დამტკიცებაც შეგიძლიათ იხილოთ [1]–ში.

წინადადება1.1 ვთქვათ G ჯგუფი მოქმედებს A აბელურ ჯგუფზე
⇒ A ZG მოდულია.

ხშირადტერმინZG მოდული–ს ნაცვლადხმარობენუბრალოდG მოდულს
აქედანდა წინადადება1.1–დან გამომდინარე შემდეგშიროცა ვიტყვით,
რომ გვაქვს G ჯგუფი და G მოდული A ვიგულისხმებთ, რომ გვაქვს
G მულტილპლიკაციური ჯგუფის რაიმე ფიქსირებული მოქმედება A
აბელურ ჯგუფზე.

ახლა მოვიყვანოთრამოდენიმე განმარტება კლასიკური ჰომოლოგიის
თეორიიდან, ვთქვათ გვაქვს G ჯგუფი და G მოდული A. შემოვიღოთ
აღნიშვნაCn(G,A) ≡ {σ : Gn → A} სადაცσ არის ნებისმიერი სიმრავლური
ასახვა. ადვილიშესამოწმებელია, რომ ასახვათა ჩვეულებრივი შეკრების
ოპერაციის მიმართ ∀n ∈ N–თვისCn(G,A) წარმოადგენს აბელურჯგუფს.
განვსაზღვროთ δn : Cn(G,A) → Cn+1(G,A) შემდეგნაირად:

δn(σ)(g1...gn+1) =
g1 σ(g2...gn+ 1)−σ(g1g2...gn+1)+...+(−1)nσ(g1...gngn+1)+

(−1)n+1σ(g1...gn)

ინდუქციით მარტივად მტკიცდება შემდეგი:

წინადადება 1.2 (იხ. [1]) ∀n ∈ N-თვის δnδn−1 = 0



ანუ მივიღეთ, რომ

C∗ : C0 δ0 // C1 δ1 // C2 δ2 // ...
δn−1

// Cn δn // Cn+1 // ...

წარმოადგენს აბელური ჯგუფების კომპლექს დიფერენციალით δ.

განმარტება 1.2 ∀n ∈ N–თვისHn(G,A) = Kerδn/Imδn−1 ფაქტორ–ჯგუfს
ეწოდება n–ური კოჰომოლგიის ჯგუფი G–სი კოეფიციენტებით A-ში.

კოჰომოლოგიის ჯგუფების დახასიათება კლასიკური ჰომოლოგიური
ალგებრის ერთ–ერთიძირითადინაწილიადა მათემატიკის ამდარგში
მიღებულკლასიკურშედეგებზე შემდეგ პარაგრაფებში გვექნება საუბარი,
ახლა გადავიდეთე.წ სიმეტრიულიკოჰომოლოგიისჯგუფების განსაზღვრაზე.
ვთქათ მოცემულია G ჯგუფი და G მოდული A. კლასიკური გზით
ავაგოთ კომპლექსი

C∗ : C0 δ0 // C1 δ1 // C2 δ2 // ...
δn−1

// Cn δn // Cn+1 // ...

გარკვეულიტოპოლოგიურისაკითხებიდან გამომდინარე საჭიროხდება
∀n ∈ N-თვის განვიხილოთ სიმეტრიული ჯგუფ Σn+1–ის მოქმედება
Hn(G,A)–ზე. τi–თი აღვნიშნოთგადანაცვლებარომელიცn+1 ელემენტიანი
სიმრავლის i–ურ და i + 1–ე წევრებს უცვლის ადგილს, ცხადია τi ∈
Σn+1. i = 0, 1..n–თვის განვსაზღვროთ τi–ს მოქმედება Hn(G,A)–ზე
შემდეგნაირად:
τ1σ(g1...gn) = −g1σ((g1)

−1, g1g2, g3...gn)
τiσ(g1...gn) = −σ(g1...gi−1gi, (gi)

−1, gigi+ 1...gn) როცა 1 < i < n
τnσ(g1...gn) = −σ(g1...gn−1gn(gn)

−1)

ახლ დაუმტკიცებლად მოვიყვანოთ კიდევ ერთი–წინადადება

წინადადება 1.3 (იხ,[2]) ზემოთმოცემულიფორმულებითცალსახად
განისაზღვრებაΣn+1–ის მოქმედებაHn(G,A)–ზედა ეს მოქმედება შეთანხმებულია
δ დიფერენციალთან. რაც ნიშნავს, რომ ∀x ∈ Σn+1–თვის თუ xσ = σ
მაშინ xδ(σ) = δσ

ასევე ვიტყვით, რომ σ : Gn → A ასახვა არის სიმეტრიული თუ xσ = σ
∀x ∈ Σn+1–თვის. შემოვიღოთ კიდევ ერთი

განმარტება 1.3 ამ მოქმედების მიმართინვარიანტულიელემენტები
ქმნიან C∗–ს ქვეკომპლექს CS∗–ს

CS∗ : CS0 δS0 // CS1 δS1 // CS2 δS2 // ...
δSn−1

// CSn δSn // CSn+1 // ...

სადაც CSi =Σi+1 Ci ხოლო δSi წარმოადგენს δi–ს შეზღუდვას CSi–ზე,



ამ კომპლექსის ჰომოლოგიისჯგუფებსHSn(G,A)–ს ეწოდება სიმეტრიული
კოჰომოლოგიის ჯგუფები G–სი კოეფიციენტებით A-ში.

შევნიშნოთ, რომ არსებობს ბუნებრივი ჰომომორფიზმი HSn(G,A) →
Hn(G,A). ასევე ნებისმიერ i–თვის ადგილი აქვს შემდეგ სიმრავლურ
დამოკიდებულებებს:

CSi ⊂ Ci, KerδSi ⊂ Kerδi და ImδSi ⊂ Imδi



§2 ჯგუფური გაფართოებები
ვთვათმოცემულიაGჯგუფიდაG მოდულიA. ჯგუფურიგაფართოება
A–სიG–თი ეწოდება შემდეგი სახის ნებისმიერ მოკლეზუსტმიმდევრობას:

E : 0 // A
i // B

π // G // 1

სადაცG-სA–ზე მოქმედება შეთანხმებულიაB–სთავისთავზე შეუღლებით
მოქმედებასთან, რაც ნიშნავს იმას, რომ i(ga) = π−1(g) + (a) − π−1(g).
ამოცანა მდგომარეობს იმაში, რომფიქსირებულიGდაA–თვის ავაგოთ
ყველა შესაძლოგაფართოება. ბუნებრივად ისმის კითხვა არისთუ არა
გაფართოებების სიმრავლე ყოველთვის არაცარიელი? ამ კითხვაზე
პასუხის გასაცემად შემოვიღოთ შემდეგი:

განმარტება 2.1 ვთქვათ მოცემულია G ჯგუფი და G მოდული A
მაშინ ადიციურმაგრამ არააუცილებლადაბელურჯგუფსAoG ეწოდება
AდაG–ს ნახევრადპირდაპირნამრავლი. AoG სიმრავლურადემთხვევა
A×G–ს ხოლო შეკრების ოპერაცია მასში განიმარტება შემდეგნაირად:

(a, g) + (a1, g1) = (a+g a1, gg1)

ადვილიშესამოწმებელია, რომ ამოპერაციის მიმართA×G ნამდვილად
წარმოადგენს ჯგუფს "ერთეულით" 0 = (0, 1).
ახლა უკვე შეგვიძლია პასუხი გავცეთ ჩვენს მიერდასმულ შეკითხვას,
კერძოდ ადგილი აქვს შემდეგს

წინადადება 2.1თუ მოცემულიაG ჯგუფი დაG მოდული A მაშინ
ყოველთვის არსებობს ერთიმაინცჯგუფურიგაფართოებაA–სიG–თი

E0 : 0 // A
i // AoG

π // G // 1

სადაც i(a) = (a, 1) და π(a, b) = b
დამტკიცება: საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ i ასახვა მონომორფიზმია ხოლო
π ეპიმორფიზმი, რაც ტრივიალურია. �
როგორცვნახეთჯგუფურიგაფართოებების სიმრავლე ყოველთვის არაცარიელია,
ახლა გადავიდეთთთვითონ ამ სიმრავლის შესწავლაზედა განვმარტოთ
თუ რას ეწოდება მორფიზმი ორ გაფართოებას შორის.

განმარტება 2.2 ვთქვათ მოცემულია, ორი ჯგუფური გაფართოება
EდაE′ ჯგუფური ჰომომორფიზმების სამეულსΓ = (α, β, γ) ეწოდება
მორფიზმი Γ : E → E′ თუ კომუტატიურია დიაგრამა:

E : 0 // A

α
��

i // B

β
��

π // G

γ
��

// 1

E′ : 0 // A′ i′ // B′ π′
// G′ // 1



ვთქვათ A = A′ და G = G′ და Γ : E → E′ მაშინ თუ α = IdA და
γ = IdG E და E′ გაფართოებებს ეწოდებათ კონგრუენტული. ხოლო
Γ–ს კონგრუენტულობის მორფიზმი

წინადადება 2.2 თუ Γ : E → E′ კონგრუენტულობის მორფიზმია
მაშინ β ასახვა არის იზმორფიზმი.
დამტკიცება: უშუალოდგამოდის 5 ჰომომორფიზმის შესახებ არსებული
ლემიდან �
დამტკიცებულიწინადადებიდან ცხადია, რომ კონგრუენტულობის მორფიზმს
გააჩნია შებრუნებული, ასევე ელემენტალური შესამოწმებელია, რომ
კონგრუენტულობის მორფიზმი არისრეფლექსური, სიმეტრიულიდა
ტრანზიტულიმიმართება გაფართოებებს შორის, ამიტომ ჩვენ შეგვიძლია
A–სG–თიგაფართოებების სიმრავლედავყოთექვივალენტობის კლასებად
სადაცთითოეულიკლასში შევლენ ერთმანეთის კონგრუენტულიგაფართოებები.
მიღებული სიმრავლე აღინიშნება Opext(G,A)–თი.

შენიშვნა 2.1 საზოგადოდOpext(G,A) სიმრავლედამოკიდებულია
არა მარტოGდაAჯგუფებზე არამეედ იმაზეც თუროგორ მოქმედებს
G ჯგუფი A–ზე მაგრამ რადგან ჩვენ თავშივე ვიგულისხმეთ, რომ ეს
მოქმედება ფიქსირებულია ამიტომ აღარ ვამახვილებთ ყურადღებას
მასზე.

ახლა მოვიყვანოთჯგუფურიგაფართობების შესახებ ერთ–ერთიყველაზე
კლასიკური და მნიშვნელოვანი შედეგი ჰომოლოგიური ალგებრიდან

წინადადება 2.3 ვთქვათ მოცემულია G ჯგუფი და G მოდული A
მაშინ არსებობს ურთიერთცალსახა შესაბამისობა ω : Opext(G,A) →
H2(G,A)ისეთი, რომω(E0) = 0 ანუფაქტიურადOpext(G,A) წარმოადგენს
ჯგუფს "ერთეულოვანი" ელემენტით E0

დამტკიცება: დეტალურიდამტკიცებისთვის იხ.[1] ჩვენუბრალოდგავამახვილოთ
ყურადღება იმაზე თუ როგორ შევუსაბამოთ f : G×G → A კოციკლს
გაფართოება. f–ის შესაბამისი გაფართოება იქნება

E0 : 0 // A
i // Aof G

π // G // 1

სადაც ოპერაცია Aof G–ში განიმარტება შემდეგნაირად:

(a, g) + (a1, g1) = (a+ ga1 + f(x, y),+gg1)

მტკიცდება, რომ ეს ასახვა კორექტულია, ამ ასახვით ერთი კლასის
ელემენტები ერთკლასში გადადიანდარომ სწორედამ ასახვითგამოწვეული
ასახვაH2(G,A) →Opext(G,A) წარმოადგენსურთიერთცალსახა შესაბამისობას.



§3.ჯვარედინ–მოდულური (ორი სიგრძის)
გაფართოებები

ვთქვათ მოცემულია G ჯგუფი და G მოდული A. შემოვიღოთ

განმარტება 3.1სამეულსA,Gდაµ : A → Gჯგუფურჰომომორფიზმს
ეწოდება ჯვარედინი მოდული თუ შესრულებულია პირობები:

1. µ(ga) =g µ(a) ნებისმიერი a ∈ A და g ∈ G-თვის

2. µ(b)a = µ(ba) ნებისმიერი a, b ∈ A–თვის

სადაცGდაAჯგუფებითავისთავზე მოქმედებენ შეუღლებით. ხშირად
A–სუწოდებენჯვარედინი მოდულის მოდულურნაწილსდა აღნიშნავენ
Mp–თი (Modul Part) ხოლოG–სჯგუფურნაწილსდა აღნიშნავენGp–თუ
(Group Part). ჩვენც ვისარგებლებთ ამ აღნიშვნებით. ვთქვათ ახლა
მოცემულია ორი ჯვარედინი მოდული W : µ : Mp → Gp და W ′ :
µ′ : Mp′ → Gp′

განმარტება 3.2ჯგუფური ჰომომორფიზმების წყვილს ϕ = (ϕ1, ϕ0)
ეწოდება მორფიზმი ჯვარედინ მოდულებს შორის თუ კომუტაიურია
დიაგრამა

Mp
µ

//

ϕ1

��

Gp

ϕ0

��

Mp′
µ′

// Gp′

და ადგილი აქვს ტოლობას

ϕ1(
xm) =ϕ0(x) ϕ1(m)

სადაც x ∈ Gp დაm ∈ Mp

მოცემულიGჯგუფისთვის დაG მოდულA–თვის შემოვიღოთ კიდევ
ერთი განმარტება

განმარტება 3.3ჯვარედინ მოდულური გაფართოება ან რაც იგივეა
2 სიგრძის გაფართოება A–სი G–თი ეწოდება ზუსტ მიმდევრობას

0 // A
i // Mp

µ
// Gp

π // G // 1

სადაც µ : MP → GP წარმოადგენს ჯვაერდინ მოდულს.

ბუნებრივიაროგორცჯგუფურიგაფართოებების შემთხვევაშიჯვარედინ–მოდულური
გაფართოებების სიმრავლეშიცუნდა შემოვიღოთგარკვეულიექვივალენტობა.
ამისათვის განვსაზღვროთთურას ნიშნავს მორფიზმიორEდაE′ჯვაერდინ–მოდულურ



გაფართოებებს შორის სადაცEდაE′–ც წარმოადგენსA–ს გაფართოებას
G–თი
განმარტება 3.4 ϕ : E → E′–ს ეწოდება ჯვარედინ–მოდულურ
გაფართოებებს შორის მორფიზმითუიგი წარმოადგენს მორფიზმსჯვაერდინ–მოდულებს
შორის და კომუტაციურია დიაგრამა

0 // A
i //

IdA

��

Mp
µ

//

ϕ1

��

Gp
π //

ϕ0

��

G //

IdG

��

1

0 // A
i // Mp′

µ′
// Gp′

π // G // 1

განსხვავებითჯგუფურიგაფართოებების შემთხვევისგანორი სიგრძის
გაფართოებებში შემოღებულიმორფიზმი არ წარმოადგენს ექვივალენტობის
მიმართებას(კერძოდ იგი არ არის სიმეტრიული), ამიტომ ბუნებრივია
განვიხილოთამ მიმართებითწარმოქმნილიექვივალენტობის მიმართება
ჯვარედინ–მოდულურგაფართოებების სიმრავლეზე. A–სG–თიორი–სგირძის
გაფართოებებზე ამ მიმართებითმიღებულიექვივალენტობის კლასების
სიმრავლე აღვნიშნოთExt2(G,A)–თი. სანამ ამთავის ძირითადთეორემას
ჩამოვაყალიბებდეთ მანამდე მოვიყვანოთ რამოდენიმე განმარტება.

განმარტება 3.5 ვთქვათ მოცემულია ორი–სიგრძის გაფართოება

E : 0 // A
i // Mp

µ
// Gp

π // G // 1

ამ გაფართოების კვეთების სისტემა ეწოდება წყვილს (s0, s1) სადაც s0 :
G → Gp წარმოადგენს π–ს სიმრავლურ კვეთას, ხოლო s1 : Imµ → Mp
µ ასახვის სიმრავლურ კვეთას.

შევნიშნოთ, რომ ნებისმიერი s0 : G → Gp კვეთა წარმოქმნის ასახვას
σ : G×G → Kerπ განსაზღვრულსშემდეგნაირად, σ(g, h) = s0(g)s0(h)s0(gh)−1

განმარტება 3.6

E : 0 // A
i // Mp

µ
// Gp

π // G // 1

გაფართოებისთვის (Z1, Z2) ასახევბის წყვილს ეწოდება აწევათა სისტემა
თუZ1 : G → Gp წარმოადგენს IdG–ს აწევას π–თი ხოლოZ2 : G×G →
Mp წარმოადგენს z2–ს აწევას µ–თი.

შემოვიღოთ კიდევ ერთი განმარტება

განმარტება 3.7

E : 0 // A
i // Mp

µ
// Gp

π // G // 1



გაფართოებისთვის Z1 = s0 და Z2 = s1z2 ასახვებს ეწოდებათ (s0, s1)
კვეთებისგან წარმოქმნილი აწევათა სისტემა.

შენიშვნა 3.1 მოცემულიორი–სიგრძის გაფართოებისთვისდა ნებისმიერი
აწევათა (Z1, Z2) სისტემისთვის ასახვა z3 : G3 → A განსაზღვრული
შემდეგნაირად:

z3(g, h, k) = i−1(Z2(g, h)Z2(gh, k)(Z2(g, hk))−1(Z
1(g)(Z2(h, k))−1))

წარმოადგენს კოციკლსდა მას ეწოდება (Z1, Z2) აწევათა სისტემის შესაბამისი
კოციკლი,თუ (Z1, Z2)თავის მხრივ (s0, s1) კვეთებისგანაა წარმოქმნილი
მაშინ მას ასევე ეწოდება ამ კვეთათა სისტემის შესაბამისი კოციკლიც.

ახლა ჩვენ დაუმტკიცებლად მოვიყვანთ რამდენიმე ცნობილ ფაქტს,
რომელთადეტალურიმტკიცებაც შეგიძლია იხილოთ [3]-ში. ჩვენუბრალოდ
ყურადღებას გავამახვილებთიმდეტალებზერომლებიცდაგვჭირდება
საბოლოო შედეგის მისაღებად.

წინადადება 3.1 ვთქვათმოცემულია გაფართოებაE აწევათა სისტემით
(Z1, Z2) მაშინ ნებისმიერი c : G × G → A კოციკლისთვის (Z1, Z2)

სადაცZ2(g, h) = ic(g, h)Z2(g, h) ხოლო (Z1, Z2)და (Z1, Z2)–ის შესაბამის
მესამე განზომილების კოციკლებს აქვთ სახე z3

Z1,Z2
= z3Z1,Z2 + δ2(c).

პირიქითნებისმიერიორიZ2დაZ2 აწევისთვის c(g, h) = i−1(Z2(g, h)Z2(g, h)−1)
წარმოადგენს კოციკლს.

ასევე მტკიცება, რომ თუ შევცვლით Z1 აწევასაც მიღებული კოციკლი
კლვავთავიდან აღებულის კოჰომოლოგიურადექვივალენტურიიქნება,
ანუფაქტიურადნაჩვენებია, რომორი–სიგრძის გაფართოებებიდან გვაქვს
კორექტული ასახვა H3(G,M)–ში. ამის შემდეგ მტკიცდება, რომ ეს
ასახვა წარმოქმნის კორექტულასახვასუკვეExt2(G,A)–დანH3(G,M)–ში,
ანუ ერთმანეთის ექვივალენტურგაფართოებებს ერთიდაიგივე კლასი
შეესაბამებათ, აქაც ჩვენ ყურადრება გავამახვილოთ ჩვენთვის საჭირო
დეტალზე

წინადადება 3.2 თუ გვაქვს მორფიზმი ორ გაფართოებას შორის

0 // A
i //

IdA

��

Mp
µ

//

ϕ1

��

Gp
π //

ϕ0

��

G //

IdG

��

1

0 // A
i // Mp′

µ′
// Gp′

π // G // 1

დაპირველიგაფართოების აწევათა სისტემაა (Z1, Z2) მაშინ (ϕ0Z
1, ϕ1Z

2)
წარმოადგენს მეორე გაფართოების აწევათა სიტემასდა ამ სისტემებით
წარმოქმნილი კოციკლები ერთმანეთის ტოლია.

ახლა ჩამოვაყალაბოთ ამ პარაგრაფის ძირითადი თეორემა:



თეორემა 3.1 ადგილი აქვს იზომორფიზმსExt2(G,A) ∼= H3(G,M).

ადვილიშესამოწმებელია, რომ აგებული ასახვა ინექციაა, ჩვენ გვაინტერესებს
თუროგორშეესაბამება მესამე განზომილების კოციკლსორი–სიგრძის
გაფართოება. შემდეგ უნდა შემოწმდეს, რომ ამ ასახვით გამოწვეული
ასახვა ნამდვილადკორექტულიადა წარმოადგენსუკვე აგებული ასახვის
შებრუნებულს,თუმცა ჩვენროგორცვთქვითყურადღებას გავამახვილებთ
მხოლოდჩვენთვის საინტერესოდეტალებზე, კერძოდთუროგორეთანადება
კოციკლს გაფართოება.

ვთქვათ მოცემულია z3 კოციკლი, F–ით აღვნიშნოთ G–თი როგორც
სიმრავლით წარმოქმნილი თავისუფალი ჯგუფი. მაშინ შესაბამისი
გაფართოება იქნება:

E : 0 // A
i // A×Kerπ

µ
// F

π // G // 1

სადაც i(a) = (a, 0), µ(a, r) = r ამ გაფართოებას შევუსაბამოთკვეთების
სისტემა s0 : G → F იყოს სიმრავლური ჩადგმა ხოლო s1 : Kerπ →
A × Kerπ გავნსაზღვრით შემდეგნაირად s1(r) = (0, r) ამ კვეთებით
წარმოქმნილი აწევების სიტემა იყოს (Z1, Z2) ადვილიშესამოწმებელია,
რომA×Kerπ–ს წარმომქნელისიმრავლეა Imi∪ImZ2და ამ სიმრავლეზე
განსაზღვრულიმოქმედება ცალსახადგანსაზღვრავსF მოდულურსტრუქტურას
მთელსA×Kerπ–ზე, ხოლოამ სიმრავლეზე მოქმედება განვსაზღვროთ
შემდეგნაირად: Z1(g)i(a) = i(ga)და Z1(g)Z2(h, k) = i−1z3(g, h, k)(Z2(g, h)=
=Z2(gh, k)(Z2(g, hk))−1, მტკიცდება, რომ ასე ნადმვილადგანისაზღვრება
ჯვარედინ–მოდულურიგაფართოებაE(z3)დარომ ასე განსაზღვრული
კვეთების შესაბამისი კოციკლიემთხვევათავიდან აღებულს. ამ კვეთების
წყვილს ვუწოდოთ სტდანდარტული კვეთების წყვილი.

შენიშვნა 3.2 ვთქვათ მოცემულია რაიმე გაფართოოება E აწევების
წყვილით (Z1, Z2)და მათი შესაბამისი კოციკლი არის z3. (Z1, Z2)–ით
აღვნიშნოთE(z3) გაფართოების სტანდარტულიკვეთებისგან წარმოქმნილი
აწევათა სისტემა, მაშინ არსებობს ერთადერთიგაფართოებების მორფიზმი
ω : E(z3) → E ისეთი, რომ ω0Z1 = Z1 და ω1Z2 = Z2



§4.სიმეტრიული კოჰომოლოგიის ჯგუფები
დაბალ განზომილებებში

ამ პარაგრაფში ჩვენ მოვიყვანთ რამოდენიმე ფაქტს ნულოვან, პირველ
და მეორე სიმეტრიულკოჰომოლგისჯგუფების შესახებ. აქაც იგულისხმება,
რომ მოცემულია G ჯგუფი და G მოდული A. დავიწყოთ ყველაზე
მარტივიn = 0 შემთხვევით. განვიხილოთშესავალში აგებულიკომპლექსი:

C∗ : C0 δ0 // C1 δ1 // C2 δ2 // ...
δn−1

// Cn δn // Cn+1 // ...

კოჰომოლოგიის ჯგუფის განმარტებიდან გვაქვს, H0(G,A) = Kerδ0.
სიმეტრიულიკოჰომოლოგიის განმარტებიდანცხადია, რომHS0(G,A) =
KerδS0 =Σ1 Kerδ0 =Σ1 H0(G,A). მაგრამ რადგან Σ1 წარმოადგენს
ერთ–ელემენტიანჯგუფს ამიტომ მისი მოქმედება ნებისმიერჯგუფზე
ყოველთვის იქნებატრივალური ანუიგივური. გამოდის, რომ მივიღეთ
შემდეგი თეორემა:

თეორემა 4.1 HS0(G,A) = H0(G,A)

ახლა გადავიდეთ n = 1 შემთხვევაზე. განმარტების თანახმად გვაქვს
H1(G,A) = Kerδ1/Imδ0 ხოლოHS1(G,A) = KerδS1 /ImδS0 . შევნიშნოთ,
რომ δS0 და δ0 ასახვებს აქვთ ერთი და იგივე განსაზღვრის არე C0 =Σ1

C0 = CS0 და შესაბამისად Imδ0 = ImδS0 . გარდა ამისა როგორც ვიცით
KerδS1 ⊂ Kerδ1 აქედან ცხადია, რომ ბუნებრივი ასახვაKerδS1 /ImδS0 =
HS1(G,A) → H1(G,A) = Kerδ1/Imδ0 არის ინექცია. ანუ ფაქტიურად
ჩვენ დავამტკიცეთ შემდეგი

თეორემა 4.2HS1(G,A) → H1(G,A) ბუნებრივი ასახვა ყოველთვის
ინექციაა

ახლა გადავიდეთ n = 2 შემთხვევაზე ჩვენი მიზანია დავახასიათოთ
HSS(G,A). ამისათვის ჯერ ჩამოვაყალიბოთ და დავამტკიცოთ ერთი
პატარა

თეორემა 4.3ბუნებრივი ასახვაHS2(G,A) → H2(G,A) ყოველთვის
ინექციაა.

დამტკიცება: საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ თუ σ ∈ KerδS2 ∩ Imδ1 ⇒ σ ∈
ImδS1 . თუ σ ∈ KerδS2 ∩ Imδ1 გვექნება

σ(g, h) = −gϕ(h) + ϕ(gh)− ϕ(g)

ხოლო σ–ს სიმეტრიულობის გამო გვექნება:



σ(g, h) = −gσ(g−1, h) = −ϕ(gh) +g ϕ(h)−g ϕ(g−1)

σ(g, h) = −σ(gh, h−1) = −ghϕ(h−1) + ϕ(g)− ϕ(gh)

პირველი და მეორე ტოლობებიდან გვაქვს, რომ ϕ(g) = −gϕ(g−1) რაც
ნიშნავს, რომ σ ∈ ImδS1 �
გავიხსენოთ, რომთუმოცემულია კოციკლიσ მაშინ შესაბამისი გაფართოება
არის

0 // A
i // X

π // G // 1

სადაცX = Aoσ Gდა ოპერაცია მასში განისაზღვრება შემდეგნაირად
(a, g) + (a1, g1) = (a +g a1 + σ(x, y),+gg1) განვსაზღვროთ კვეთა, s :
G → X შემდეგნაირად s(g) = (0, g) დავუშვათ σ სიმეტრიულია მაშინ
გვექნება:

s(g)(s(g−1)s(gh)) = (gσ(g−1, gh) + σ(g, h), gh) = (0, gh) = s(gh)

(s(gh)s(h−1))s(h) = (σ(g, h) + σ(gh, h−1), gh = (0, gh) = s(gh)

ანუ მივიღეთ, რომთუკოციკლისიმეტრიულია მაშინ მისი შესაბამისი
გაფართოების სტანდარტული კვეთა აკმაყოფილებს პირობას:

s(g)−1 = s(g−1)

ახლა პირიქითვთქვათგვაქვს კვეთა t : G → X რომელიც აკმაყოფილებს
პირობას:

t(g)−1 = t(g−1)

განვიხილოთ ამ კვეთის შესაბამისი კოციკლი

σ(g, h) = i−1(t(g), t(h), t(gh)−1

ჩვენი მიზანია ვაჩვენოთ, რომ σ სიმეტრიულია, გვაქვს:

gσ(g−1, gh) =g i−1(t(g−1)t(gh)t(h−1)) =

= i−1(t(g)t(g−1)t(gh)t(h−1)t(g−1)) =

= i−1(t(gh)t(h)−1t(g)−1) =



= i−1((t(g)t(h)t(gh)−1)−1) =

= −i−1(t(g)t(h)t(gh)−1)

ანალოგიურად:

σ(gh, h−1) = i−1(t(gh)t(h−1)t(g−1) =

= i−1((t(g)t(h)t(gh)−1)−1) =

= −i−1(t(g)t(h)t(gh−1) =

= −i−1(t(g)t(h)t(gh)−1)

ავიღოთახლაზემოთმოცემულიგაფართოებისთვის π ასახვის ნებისმიერი
ორი t1 და t2 კვეთები, მათი შესაბამისი კოციკლები იყოს σ1 და σ2
რადგანორივე კოციკლიერთიდაიმავე გაფართოებას შეესაბამება ამიტომ
ისინი კოჰომოლოგიურად ექვივალენტურია ხოლო თეორემა 4.3–დან
გამოდის რომ ეს კოციკლები არის ერთი და იგივე კლასშიHS2(G,A)-
ში. ამ ყველაფრიდან მარტივად გამოდის

თეორემა 4.4HS2(G,A) ∼=
︷ ︸︸ ︷
Ext1(G,A) სადაც

︷ ︸︸ ︷
Ext1(G,A) ⊂Opext(G,A)

და წარმოადგენს ისეთი გაფართოებების ექვივალენტობის კლასების,
სიმრავლესრომელთაცგააჩნიათკვეთა t : G → Aრომელიც აკმაყოფილებს
პირობას t(g−1) = t(g)−1.

დამტკიცება: უშუალოდ გამოდის ზემოთ მოყვანილი მსჯელობიდან
და წინადადება 2.3–დან. �
აქვე შევნინოთ, რომჯერ კიდევ არ არისცნობილიn = 3, 4, 5.. შემთხვევებისთვის
რადამოკიდებულებაა სიმეტრულკოჰომოლოგიისჯგუფსადა ჩვეულებრივ
კოჰომოლოგიის ჯგუფს შორის, შემდეგ თავში ჩვენ სწორად n = 3
შემთხვევას შევისწავლით.



§5.მესამე სიმეტრიული კოჰომოლოგიის
ჯგუფი

როგორც უკვე აღვნიშნეთ n = 3ის შემთხვევაში ზოგადად შეიძლება
HS3(G,A) → H3(G,A) არ იყოს ინექცია, ამიტომ კლასიკური შედეგის
n = 2 შემთხვევის ანალოგიურადგანზოგადოება ამ შემთხვევაში შეუძლებელია.

ამიტომუპრიანია ჩვენ განვიხილოთსიმრავლე
︷ ︸︸ ︷
Ext2 რომლის ელემენტებია

A-სG–თიორი სიგრძის გაფართოებებიფიქსირებული აწევების წყვილით
და აღვნიშნოთ მისი ელემენტები EZ0,Z1–ით. განმარტების თანახმად

EZ0,Z1 = E′
Z′0,Z′1 ⇔ E = E′, Z0 = Z ′0 და Z1 = Z ′1.

︷ ︸︸ ︷
ExtS2–ით

აღვნიშნოთ
︷ ︸︸ ︷
Ext2–ის ისდა მხოლოსის ელემენტებირომელთაშესაბამისი

კოციკლები აკმაყოფილებენ პირობებს:

1.z3(g, h, k) = −g(z3g−1, gh, k)

2.z3(g, h, k) = −z3(gh, h−1, hk)

3.z3(g, h, k) = −z3(g, hk−1, k−1)

განვიხილოთ
︷ ︸︸ ︷
ExtS2–ისორიგანსხვავებულიელემენტიEZ0,Z1 დაE′

Z′0,Z′1

განმარტება 5.1 ϕ : E → E′ ორი სიგრძის გაფართოებებს შორის
მორფიზმს ვუწოდოთ მორფიზმი EZ0,Z1 და E′

Z′0,Z′1–ს შორისაც თუ
ადგილი აქვს ტოლობებს

ϕoZ
1 = Z ′1 და ϕ1Z

2(g, h)(Z2−1(g, h))−1 = ic(g, h) სადაც c : G×G → A
არის მეორე განზომილების სიმეტრიული კოციკლი. ეს მორფიზმი

ცხადია წარმოადგენს გარკვეულ რეფლექსურ მიმართებას
︷ ︸︸ ︷
ExtS2-ზე,

განვიხილოთ მისით წარმოქმნილი ექვივალენტობის მიმართება და
შესაბამისი ექვივალენტობის კლასების სიმრავლე აღვნიშნოთExtS2–ით.
ლემა 5.1 ასახვა α : ExtS2 → HS3(G,A) α(cl(EZ1,Z2) = z3Z1,Z2 +

ImδS2 რომელიც თითოეულ კლასს უთანადებს ამ კლასის ნებისმიერი
ელემენტის შესაბამისი კოციკლის კლასსHS3(G,A)–ს არის კორექტული.

დამტკიცება: საკმარისია ვაჩვენოთ, რომთუარსებობს მორფიზმიEZ1,Z2

დაE′
Z′1,Z′2–ს შორის მაშინ შესაბამისი კოციკლები კოჰომოლოგიურად

ექვივალენტურია. განვიხილოთ დიაგრამა



EZ1,Z2 : 0 // A
i //

IdA

��

Mp
µ

//

ϕ1

��

Gp
π //

ϕ0

��

G //

IdG

��

1

E′
ϕ0Z1,ϕ1Z2 : 0 // A

i //

IdA

��

Mp′
µ′

//

IdMp′

��

Gp′
π //

IdMp′

��

G //

IdG

��

1

E′
Z′1,Z′2 : 0 // A

i // Mp′
µ

// Gp′
π // G // 1

განმარტება 5.1–სადა წინადადება 3.1–ის ძალითგამოდისრომ z3Z0,Z1+

ImδS2 = z3Z′0,Z′1 + ImδS2 �

ახლა ჩამოავაყილობთდადავამტკიცოთნაშრომის ძირითადითეორემა

თეორემა 5.1 α : ExtS2 → HS3(G,A) ასახვა არის იზომორფიზმი.

ჯერ ვაჩვენოთ, რომ α სურექციაა. მართლაც ავიღოთ ნებისმიერი z3+
ImδS2 ∈ HS3(G,A)დაგანვიხილოთE(z3)Z1,Z2 სადაც (Z1, Z2) სტადანტული
კვეთებით წარმოქმნილი აწევების სისტემაა. ცხადია E(z3)Z1

z3
,Z2

z3
∈

ExtS2 და α(cl(E(z3)Z0,Z1) = z3 + ImδS2 .

ახლა ვაჩვენოთ, რომα ინექციაა, დავუშვათα(cl(EZ1,Z2) = α(cl(E′
Z′1,Z′2).

(Z1, Z2)-ითწარმოქმნილი კოციკლი აღვნიშნოთ z3–ითხოლო (Z ′1, Z ′2)-
ით წარმოქმნილი z′3–ით. მაშინ გვექნება z3 − z′3 = δS2 (c) სადაც c
სიმეტრიული კოციკლია. განვიხილოთ E0

Z1
0 ,Z

2
0
სადაც E0 = E′, Z1

0 =

Z ′1 და Z2
0 = icZ2. განმარტება 5.1–იდან კი ცხადია, რომ cl(E′

Z′1,Z′2) =

cl(E0
Z1

0 ,Z
2
0
) წინადადება 3.1–ის ძალით კი გვექნება z30 = z3 სადაც z30

წარმოქმნილიაZ1
0 , Z

2
0–თი. ახლათუგამოვიყენებთშენიშვნა 3.2–ს გვექნება,

რომ არსებობს ერთადერთიწყვილიორისიგრძის გაფართოებების მორფიზმებისა
ωდაω0 ისეთი, რომωდაω0 ასევე წარმოადგენენ მორფიზმებს შესაბამისად
E(z3)Z1

z3
,Z2

z3
და EZ1,Z2 შორის და E(z3)Z1

z3
,Z2

z3
და E0

Z1
0 ,Z

2
0
შორის

EZ1,Z2 : 0 // A
i // Mp

µ
// Gp

π // G // 1

E(z3)Z1
z3

,Z2
z3
0 // A

i //

IdA

OO

IdA

��

A×Kerπ
µ

//

ω1

OO

ω0
1

��

F
π //

ω0

OO

ω0
0

��

G //

IdG

��

IdG

OO

1

E′
Z1

0Z
2
0
: 0 // A

i // Mp′
µ

// Gp′
π // G // 1

ანუ მივიღეთ, რომ (cl(EZ1,Z2) = cl(E0
Z1

0 ,Z
2
0
) = cl(E′

Z′1,Z′2) �
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