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ÀÍÏÔÀÝÉÀ

ÜÅÄÍÉ ÌÉÆÀÍÉÀ ÂÀÌÏÅÉÊÅËÉÏÈ ÃÉÒÉáËÄÓ, ÍÄÉÌÀÍÉÓ ÃÀ ÛÄÒÄÖËÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀ-

ÍÄÁÉ äÄËÌäÏËÝÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÁÒÔÚÄË Ωα1,...αn ÀÒÄÛÉ ÊÖÈáÏÅÀÍÉ ÓÀÆÙÅÒÉÈ,

ÓÀÃÀÝ αj ∈ (0, 2π) (ÖÊÖØÝÄÅÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÉ ÀÒ ÂÀÍÉáÉËÄÁÀ).ÐÉÒÅÄË ÒÉÂÛÉ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ

ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏáÓÍÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÀ ÂÒÉÍÉÓ ×ÏÒÌÖËÀÆÄ ÃÀÚÒÃÍÏÁÉÈ. ÛÄÌÃÄÂ áÃÄÁÀ

ÌÏÝÄÌÖËÉ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÛÄÓßÀÅËÀ ËÏÊÀËÉÆÀÝÉÉÓ ÌÄÈÏÃÉÈ ÃÀ ÃÀÉÚÅÀÍÄÁÀ ÌÓÂÀÅÓ

ÀÌÏÝÀÍÄÁÆÄ ÁÒÔÚÄË ÊÖÈáÄÛÉ ÈÉÈÏÄÖËÉ ÊÖÈáÏÅÀÍÉ ßÄÒÔÉËÉÓ ÌÀáËÏÁËÏÁÀÛÉ

(ÌÏÃÄËÖÒÉ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ).

ÌÏÃÄËÖÒÉ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÛÄÓßÀÅËÀ áÃÄÁÀ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÈÀ ÌÄÈÏÃÉÈ. ÛÄÃÄÂÀÃ ÓÀÓÀÆÙ-

ÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÀ ÃÀÉÚÅÀÍÄÁÀ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÆÄ,ÒÏÌÄËÉÝ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ

ÌÄËÉÍÉÓ ÊÏÍÅÏËÖÝÉÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ (ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ ÖÞÒÀÅÉ ÓÉÍÂÖËÀÒÏÁÉÈ). áÃÄÁÀ

ÌÉÙÄÁÖËÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÀÌÏáÓÍÀÃÏÁÉÓ ÓÒÖËÉ ÂÀÌÏÊÅËÄÅÀ, ÒÀÝ ÂÅÀÞËÄÅÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ,

ÂÀÅÀÊÄÈÏÈ ÃÀÓÊÅÍÄÁÉ ÓÀßÚÉÓÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÝÀËÓÀáÀÃ ÀÌÏáÓÍÀÃÏÁÉÓ ÃÀ

ÀÌÏáÓÍÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ.

ÌÓÂÀÅÓÉ ÛÄÒÄÖËÉ ÔÉÐÉÓ ÀÌÏÝÀÍÀ ÂÀÌÏÊÅËÄÖËÉÀ ÓáÅÀ ÌÄÈÏÃÉÈ ÌáÏËÏÃ ÒÀÝÉÏÍÀ-

ËÖÒÉ ÊÖÈáÄÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÓÔÀÔÉÄÁÛÉ [ENS13a] ÃÀ [ENS13b], ÒÏÌËÄÁÉÝ ÌÉÙÄÁÖËÉÀ

ÃÀÓÀÁÄàÃÀÃ ÑÖÒÍÀËÛÉ Operators and Matrices. ÒÀÝ ÛÄÄáÄÁÀ ÃÉÒÉáËÄÓ ÃÀ ÍÄÉÌÀÍÉÓ

ÀÌÏÝÀÍÄÁÓ, ÉÓÉÍÉ ÂÀÌÏÊÅËÄÖËÉÀ ÀÂÒÄÈÅÄ ÌáÏËÏÃ ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒÉ ÊÖÈáÄÄÁÉÓÀÈÅÉÓ

ÀÌ ÀÅÔÏÒÄÁÉÓ ÃÀ ÓáÅÀÈÀ ÓÔÀÔÉÄÁÛÉ (Éá.ÌÉÌÏáÉËÅÀ ÓÔÀÔÉÄÁÛÉ [ENS13a, ENS13b]).
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Summary

The purpose of the present research is to investigate the mixed Dirichlet-Neumann boundary

value problems for the Helmholtz equation in a 2D domain Ω ⊂ R with finite number of

non-cuspidal angular points on the boundary. Using the localization the problem was reduced

to model problems in plane angles of magnitude α1, . . . αm of magnitude αj ∈ [0, 2π],

j = 1, . . . ,m.

In the present paper we apply the potential method and reduce the model mixed BVP (with

Dirichlet-Neumann conditions on the boundary) to an equivalent boundary integral equation

(BIE) of Mellin convolution type. Applying recent results on Mellin convolution equations

with meromorphic kernels in Bessel potential and Sobolev-Slobodeckij (Besov) spaces obtained

by V. Didenko and R. Duduchava, criteria of the unique solvability (the Fredholm criteria) of

the above mentioned mixed BVP in classical finite energy space H1(∂Ωα) = W1(∂Ωα) and

also in non-classical Bessel potential spaces H1
p(∂Ωα) are obtained for 1 < p <∞.

Similar mixed type problems were investigated with different methods only for rational

angles in the papers [ENS13a] and [ENS13b], which are eccepted for publication it the

journal Operators and Matrices. Concerning the Dirichet and Neumann problems they are olso

investigated with different methods only for rational angles by these authors and others (cf.

survey in papers [ENS13a, ENS13b]).
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ÛÄÓÀÅÀËÉ

მათემატიკურიფიზიკის მრავალი ამოცანა, მაგალითად, ბზარების ამოცანებიდრეკად

გარემოში, ელექტრომაგნიტურიტალღების გაბნევაზედაპირების მიერდა სხვა, ყალიბდე-

ბა სასაზღვრო ამოცანების სახით ელიფსური კერძოწარმოებულიანი დიფერენციალური

განტოლებებისათვის ბრტყელ არეებში კუთხოვანი საზღვრით. ერთერთ ბოლო ნაშრომში

[BDKT13] ასეთი სასაზღვრო ამოცანები ლოკალიზაციის მეთოდით დაყვანილია ეკვივა-

ლენტურმოდელურამოცანებზე ბრტყელკუთხოვან არეშიΩαj
რომლსაც საზღვარზე გააჩ-

ნია კუთხეები αj ∈ [0, 2π], j = 1, . . . ,m (იხ. ნახ. 1). ამის შემდეგ, პოტენციალთა მეთოდის

გამოყენებით მოდელური ამოცანები დაიყვანება შემდეგი სახის მელინის კონვოლუციის

განტოლებებზე

Aφ(t) := c0φ(t) +
c1
πi

∫ ∞

0

φ(τ) dt

τ − t
+

∫ ∞

0
K

(
t

τ

)
φ(τ)

dτ

τ
= f(t), t ∈ R+. (0.1)

მიღებულისასაზღვროინტეგრალურიგანტოლებების გამოკვლევა იყოშეუძლებელი, რად-

გან არ არსებობდა (0.1)ტიპის მელინის კონვოლუციის განტოლებების კვლევის შედეგები

ბესელის პოტენციალთა სივრცეებში შემდეგი დასმით φ ∈ H̃s
p(R+), f ∈ Hs

p(R+).

ბოლო წლებში დიდ ინტერესს იწვევს შემდეგი ამოცანის გამოკვლევა: ვეძებოთΩ1 და

Ω2 არეში განმარტებული u(x) = (u1(x), u2(x), u3(x))
⊤ ვექტორ-ფუნქცია

Ω2

Ω1

t
L

ν(t)

αk

tk

Γ

tn

t0

ζm

ζ0

ÍÀá. 1

რომელიც წარმოადგენს "ანიზოტროპული" ჰელმჰოლცის განტოლების ამონახსნს
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divE1 gradu+ k21u = 0 Ω1არეში,

divE2 gradu+ k22u = 0 Ω2არეში,

[∂νu]
+ = h ან u+ = g Γ := ∂(Ω1 ∪ Ω2)არეზე,

u−(t) = u+(t), [∂νu]
−(t) = [∂νu]

+(t) L := ∂Ω1 ∩ ∂Ω2არეზე,

(0.2)

სადაც E1 არის უარყოფითად განსაზღვრული 3×3 მატრიცი, E2 არისდადებითად განსაზ-

ღვრული 3×3 მატრიცი, kj , j = 1, 2 არიან კომპლექსური რიცხვები,Γ = ∂(Ω1 ∪ Ω2) არის

Ω := Ω1 ∪ Ω2 გაერთიანებული არის საზღვარი, ხოლო L := ∂Ω1 ∩ ∂Ω2 არის არეების

საერთო საზღვარი (ინტერფეისი), ν(t) წარმოადგენს ერთეულოვან ნორმალს საზღვრის

მიმართ t ∈ Γ წერტილში.

თუ Ej = const = cjI , სადაც I არის სამგანზომილებიანი ერთეულოვანი მატრიცი,

მაშინ

divEj gradu(x) + k2ju(x) = cj∆u(x) + k2ju(x) Ωj ,

და მივიღებთ "იზოტროპიულ" ჰელმჰოლცის განტოლებას. მაგრამ, თუ −+Ej ̸= const არის

დადებითადგანსაზღვრულიმატრიცი, მაშინ არსებობს კვარდატულიფესვები E
1/2
j ,

(
E

1/2
j

)2
=

−+Ej დაფუნქცია v(x) := u
(
E

1/2
j x

)
არის ჰელმჰოლცის განტოლებათა სისტემის ამონახსნი

∆ v(x)− (−1)jk2j v(x) = 0 Ω0
jარეში.

A. Bonnet-Ben Dhia, L. Chesnel, P. Ciarlet, Jr, X. Claeys, M. Dauge და ზოგიერთი სხვა

ავტორის (იხ. [BCC12a, BCC12b]და იქ ციტირებულილიტერატურა) ნაშრომებშიდადგენი-

ლია (0.2)ტიპის სასაზღვრო ამოცანების სპექტრალურითვისებები. განხილულია შემთხვე-

ვები, როდესაც E1, E2 არიან სკალარული, მაგრამ ცვლადზე დამოკიდებული ფუნქციები

და სასაზღვროპირობები ნულოვანია. მიღებულიპირობები საკმარისიადა მათმისაღებად

გამოყენებული იქნა ლაქს-მილგრამის ლემის მოდიფიკაცია T-კოერციტიული ოპერატო-

რებისათვის.

გამოკვლევის მიზანია ვიპოვოთსასაზღვრო ამოცანის (0.2) ამონახსნის არსებობის კრი-

ტერიუმი. ამისათვისუნდა გამოვიყენოთსასაზღვროინტეგრალურგანტოლებათა მეთოდი.
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პირველ რიგში შევისწავლოთ სასაზღვრო ამოცანის (0.2) ამონახსნის ერთადერთობა

სობოლევის სივრცეშიH1(Ω1∪Ω2). შემდეგ გამოვიყენოთლოკალიზაციადა (0.2) ამოცანის

გამოკვლევა დავიყვანოთ 6 მოდელურ შემთხვევაზე.

ვთქვათ, S (Rn) აღნიშნავს ყველა სწრაფად ქრობად ფუნქციათა შვარცის სივრცეს და

S ′(Rn) აღნიშნავსS (Rn)-ის შეუღლებულ განზოგადებულიფუნქციების სივრცესRn-ზე.

ბესელის პოტენციალთა სივრცე Hs
p(Rn), s ∈ R, არის ისეთი φ ∈ S ′(Rn) ფუნქციების

სივრცე, რომლისთვისაც შემდეგი ნორმა

∥φ|Hs
p(Rn)∥ = ∥F−1(1 + |ξ|2)s/2Fφ|Lp(Rn)∥ (0.3)

სასრულია. F = Fx 7→ξ აღნიშნავს ფურიეს გარდაქმნას Rn-ში.

Rn-ზე მოცემულირაიმეD არისთვის H̃s
p(D) აღნიშნავსHs

p(Rn)-ის ჩაკეტილქვესივრცეს,

რომლის ელემენტებსაც საყრდენი აქვთ D არეში.

Hs
p(D) აღნიშნავს D-ზე განმარტებული ისეთი ფუნქციების (დისტრიბუციების, თუ

s < 0) სივრცეს, რომელთაცგააჩნიათგაგრძელება მთელRn-ზედა ეს გაგრძელება ეკუთვნის

Hs
p(Rn) სივრცეს.

H̃s
p(D) წარმოადგენსHs

p(D) სივრცისტოპოლოგიურქვესივრცეს ინდუცირებულინორ-

მით, ხოლო Hs
p(D) სივრცე შეიძლება წარმოვადგინოთ, როგორც ფაქტორ-სივრცე

Hs
p(R)/H̃s

p(Rn\D) შესაბამისი ნორმით

∥φ|Hs
p(D)∥ := inf

ℓφ∈Hs
p(R)

∥ℓφ∥Hs
p(R)∥,

სადაც ინფიმუმი აიღება ყველა გაგრძელების მიმართ ℓφ ∈ Hs
p(R).

Wm
p (Rn) , როცა 1 6 p 6 ∞, m ∈ N0, აღნიშნავს სობოლევის სივრცეს, რომელიც

შედგება φ ∈ Lp(Rn) ფუნქციებისაგან, რომელთაც გააჩნიათ წარმოებულები ∂αφ რიგამდე

|α| 6 mდა ეს წარმოებულები ეკუთვნიან იმავე სივრცეს ∂αφ ∈ Lp(Rn). ნორმა ამ სივრცეში

განიმარტება ტოლობით

∥f |Wm
p (Rn)∥ :=

 ∑
|α|6m

∥∂αf |Lp(Rn)∥p
1/p

თუ 1 6 p <∞, ხოლო p = ∞ შემდეგი ტოლობით

∥f |Wm
∞(Rn)∥ :=

∑
|α|6m

sup
x∈Rn

|∂αf(x)| .
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თუ s > 0 მაშინ [s] და {s} {s} აღნიშვნავენ შესაბამისად s რიცხვის მთელ და წილად

ნაწილებს

s = [s] + {s} , [s] ∈ N0 , 0 6 {s} < 1 .

Ws
p(Rn), როცა 1 6 p <∞, s > 0, აღნიშნავს სობოლევის სივრცისW[s]

p (Rn) ქვესივრცეს

და აღნიშნავს სლობოდევსკის სივრცეს ნორმით

∥f |Ws
p(Rn)∥ := ∥f |W[s]

p (Rn)∥+
∑

|α|=[s]

(∫
Rn

∫
Rn

|∂αf(x)− ∂αf(y)|p

|x− y|n+{s}p dx dy

)1/p

.

ხოლოWs
∞(Rn) სივრცეში ნორმა განიმარტება ტოლობით

∥f |Ws
∞(Rn)∥ = ∥f |H s(Rn)∥ := ∥f |C [s](Rn)∥

+
∑

|α|=[s]

sup
x,h∈Rn, h ̸=0

|(∂αf)(x+ h)− (∂αf)(x)|
|h|{s}

.

შევნიშნოთ, რომWs
∞(Rn) ემთხვევა ჰელდერის ფუნქციათა სივრცეს.
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1. ËÏÊÀËÉÆÀÝÉÀ ÃÀ ÌÏÃÄËÖÒÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÄÁÉ

ჩვენ შევისწავლითსასაზღვრო ამოცანის ამონახსნისu ∈ H1(Ω) არსებობასდა ერთად-
ერთობას "იზოტროპული" ჰელმჰოლცის განტოლებისათვის

divE1 gradu+ k21u = 0 Ω1 არეში,

divE2 gradu+ k22u = 0 Ω2 არეში,

aj [∂νu]
+ − bju

+ = hj Γj არეზე, j = 0, . . . , n,

c1j,k[∂νu]
(1) − d1j,ku

(1) = c2j,k[∂νu]
(2) − d2j,ku

(2) Lj წირზე, k = 1, 2, j = 1, . . . ,m,

(1.1)

სადაც ∂ν არის ნორმალური წარმოებული ∂νu := ν1∂1u + ν2∂2u. E1 არის უარყოფითად
განსაზღვრული 3 × 3 მატრიცი, E2 არის დადებითად განსაზღვრული 3 × 3 მატრიცი,

kj , j = 1, 2 არიან კომპლექსური რიცხვები, Γ = ∂(Ω1 ∪ Ω2) =

n∪
j=1

Γj არის Ω := Ω1 ∪ Ω2

არის საზღვარი, L := ∂Ω1∩∂Ω2 =
m∪
j=1

Lj არის არეების საერთო საზღვარი (ინტერფეისი),

ν(t) = (ν1(t), ν2(t))
⊤ წარმოადგენს ერთეულოვან ნორმალს საზღვრის მიმართ t ∈ Γ წერ-

ტილში.

(1.1) სასაზღვრო განტოლებისათვის გამოვიყენოთ კვაზი-ლოკალიზაცია. დეტალე-
ბისათვის კვაზი-ლოკალიზაციის ტექნიკის შესახებ შეიძლება მიმართოთ მონოგრაფიას
T. Buchukuri, O. Chkadua, R. Duduchava, D. Natroshvili [BCDN12]და სტატიებს R. Duduchava
[Du84a], L. Castro, R. Duduchava & F. Speck [CDS03].

ამისათვის საჭიროა რამოდენიმე საფეხურის გამოყენება:

I. ჩვენ განვიხილავთ კვაზი-ლოკალურ წარმომადგენელს (1.1) სასაზღვრო განტოლე-
ბისათვის ყველა t ∈ Ω ∪ {∞} წერტილში უსასრულობის ჩათვლით. ლოკალური
წარმოდგენა დაკავშირებულია კოეფიციენტების გაყინვასთან და წირების გასწორე-
ბასთან;

II. თულოკალურიწარმომადგენელი არისფრედჰოლმის ყველა t ∈ Ω∪{∞} წერტილში,
მაშინლოკალიზაციის ძირითადითეორემისთანახმად (1.1) სასაზღვროგანტოლება
არის ფრედჰომლის.

III. უნდა ვაჩვენოთ, რომ (1.1) განტოლების ინდექსი არის 0. რადგანაც ვიცით, რომ
ერთგვაროვან სასაზღვრო განტოლებას აქვს მხოლოდტრივიალური ამონახსნი, და-
ვასკვნით, რომ მას აქვს ერთადერთი ამონახსნი ყველა კორექტულად შერჩეული მო-
ნაცემებისათვის.
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IV. ამონახსნის წარმოდგენა ხდება მარტივიდაორმაგიფენის პოტენციალების საშუალე-
ბით, რომელთა სიმკვრივეებიდან ერთი ცნობილია (განისაზღვრება ამოცანის მონა-
ცემებიდან), ხოლომეორე წარმოადგენს განსაზღვრულიფსევდოდიფერენციალური
განტოლების ამონახსნს. ასეთ მიდგომას ეწოდება პოტენციალთა მეთოდი.

(1.1) სასაზღვრო ამოცანისლოკალიზაციის შედეგად მივიღებთ შემდეგ 6 მოდელურ ამო-
ცანას:

I ÌÏÃÄËÖÒÉ ÀÌÏÝÀÍÀ. (1.1) სასაზღვრო ამოცანის ლოკალიზაცია შიდა t ∈ Ω1 ∪Ω2

წერტილში წარმოადგენს მოდელურ ამოცანას მთელ R2-ში.

divEj gradu+ k2ju = 0 R2 − ში, (1.2)

სადაცინდექსი j = 1, 2ფიქსირებულია. კარგად არისცნობილი, რომ მიღებულიდიფერენ-
ციალურიოპერატორიR2-ზე შებრუნებადიადა მისი შებრუნებულიოპერატორის შვარცის
ბირთვი წარმოადგენს ფუნდამენტურ ამონახსნს.

II ÌÏÃÄËÖÒÉ ÀÌÏÝÀÍÀ.

(1.1) სასაზღვრო ამოცანისლოკალიზაცია საზღვრის წერტილში t ∈ Γ, რომელიც განს-
ხვავებულია კვანძებისაგან t ̸= t1, . . . , tn გვაძლევს მოდელურამოცანას ნახევარსიბრტყეში
R2
+ := R× R+  divEj gradu+ k2ju = 0 R2

+−ში,

a[∂νu]
+ − bu+ = h R := ∂R2

+−ზე,
(1.3)

სადაცინდექსი j = 1, 2ფიქსირებულია, aდა b არიან ცნობილიკონსტანტებიდაhცნობილი
ფუნქციაა. თუ a ̸= 0, მაშინ h ∈ H−1/2(R). ცნობილია, რომ გარკვეული შეზღუდვებით a

და b კოეფიციენტებზე ამოცანას (1.3) გააჩნია ერთადერთი ამონახსნი u ∈ H1(R) სივრცეში
(ეს არის ნახევარსიბრტყის ამოცანა, იხ. [Es81]).

III ÌÏÃÄËÖÒÉ ÀÌÏÝÀÍÀ.

(1.1) სასაზღვრო ამოცანის ლოკალიზაცია საზღვრის იმ კვანძში t = tk ∈ Γ,რომელიც
არ ეკუთვნისორი არის გამყოფსაზღვარსL , წარმოადგენს მოდელურამოცანას კუთხოვან
Ωα არეში (იხ. ნახ. 2). ∆u+ k2u = 0 Ωα არეში,

aℓ[∂νu]
+ − bℓu

+ = h Rℓ ღერძზე, ℓ = 1, 2.
(1.4)
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აქ Ωα წარმოადგენს არეს ორ სხივს R1 := R+ და R2 := Rα შორის, რომლებიც გამოდიან
სათავიდან. მათგან ერთერთი ემთხვევა დადებით ნახევარღერძს R1 := R+, ხოლო მეორე
R2 := Rα მობრუნებულია მისდამი α კუთხით.

0

t = (t cos α, t sin α)⊤

ν(t) = (− sin α, cos α)⊤

t = (t, 0)⊤

ν(t) = (0,−1)⊤

α Ωα

R+

Rα

ÍÀá. 2

IV ÌÏÃÄËÖÒÉ ÀÌÏÝÀÍÀ.

(1.1) სასაზღვრო ამოცანისლოკალიზაცია საზღვრის იმ წერტილში, სადაცΓ საზღვარი
ხვდება არეების გამყოფ L წირს, გვაძლევს მოდელურ ამოცანას არეში 2 კუთხით. (იხ.
ნახ.3)



divE1 gradu+ k21u = 0 Ωβარეში,

divE2 gradu+ k22u = 0 Ωαარეში,

a1[∂νu]
+ − b1u

+ = h R+ღერძზე,

a2[∂νu]
+ − b2u

+ = h Rβღერძზე,

c1ℓ [∂νu]
+ − d1ℓu

+ = c2ℓ [∂νu]
− − d2ℓu

− on Rα, ℓ = 1, 2.

(1.5)



10 Contents

0 t1

ν(t1)

t2

ν(t2)
t3

ν(t3)

α

β

Ωβ

Ωα

R+

Rα

Rβ

ÍÀá. 3

V ÌÏÃÄËÖÒÉ ÀÌÏÝÀÍÀ.

(1.1) სასაზღვრო ამოცანისლოკალიზაცია არეების გამყოფი წირის იმL ∋ t ̸= ζ1, . . . , ζm

წერტილში, რომელიც არ ემთხვევა კვანძს, გვაძლევს მოდელურამოცანას მთელსიბრტყე-
ში, რომელიც გაყოფილია ნამდვილი ღერძით R (იხ. ნახ. 4)


divE1 gradu+ k21u = 0 in R2

+ := R× R+,

divE2 gradu+ k22u = 0 in R2
− := R× R−,

c1ℓ [∂2u]
+ − d1ℓu

+ = c2ℓ [∂2u]
− − d2ℓu

− on R ℓ = 1, 2.

(1.6)

რადგან ∂ν = ∂2. ეს ამოცანა არის მარტივად გამოსაკვლევი.

0
R2
+

R2
−

R

ÍÀá. 4

VI ÌÏÃÄËÖÒÉ ÀÌÏÝÀÍÀ.
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(1.1) სასაზღვრო ამოცანისლოკალიზაცია არეების გამყოფი წირისL კვანძებში ζ1, . . . , ζm,
გვაძლევს მოდელლურამოცანასΩα კუთხოვან არეშიდა მის პირდაპირდამატებაშიΩ2π−α =

R2 \ Ωα, რაც წარმოადგენს მთელ სიბრტყეს, გაყოფილს Γα კუთხის საზღვრით (იხ. ნახ.
5): 

divE1 gradu+ k21u = 0 in Ωα,

divE2 gradu+ k22u = 0 in Ω2π−α,

c1ℓ [∂νu]
+ − d1ℓu

+ = c2ℓ [∂νu]
− − d2ℓu

− on R+ ∪ Rα ℓ = 1, 2.

(1.7)

Ωα

Ω2π−α

α

2π − α ÍÀá. 5

R+

Rα
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2. ÐÏÔÄÍÝÉÀËÉÓ ÔÉÐÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ ÃÀ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ
ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉ

ვთქვათ, Ωα წარმოადგენს არეს ორ სხივს R1 := R+ და R2 := Rα შორის, რომლებიც
გამოდიან სათავიდან. მათგან ერთერთი ემთხვევა დადებით ნახევარღერძს R1 := R+,
ხოლო მეორე R2 := Rα მობრუნებულია მისდამი α კუთხით (იხ. ნახ. 1):

0

t = (t cos α, t sin α)⊤

ν(t) = (− sin α, cos α)⊤

t = (t, 0)⊤

ν(t) = (0,−1)⊤

α Ωα

R+

Rα

ÍÀá. 1

∂Ωα = R+ ∪ Rα, R+ = [0,∞), Rα := {teiα = (t cos α, t sin α) : t ∈ R+}. (2.1)

ერთეულოვანი ნორმალური ვექტორი ν(t) საზღვარზე ∂Ωα განმარტებულია შემდგენაი-
რად:

ν(x) =

 (0,−1)⊤ x ∈ R+ −თვის

(− sin α, cos α) x ∈ Rα −თვის.
(2.2)

განვიხილოთ შერეული სასაზღვრო ამოცანა
∆u(x) + k2u(x) = 0, x ∈ Ωα,

u+(t) = g(t), t ∈ R+, g ∈ H1/2(R+)

(∂νu)
+(t) = h(t), t ∈ Rα, h ∈ H−1/2(Rα)

(2.3)



13

სადაც ნორმალური წარმოებული ∂ν განმარტებულია შემდეგნაირად:

ν(t) =

 −∂t ÒÏÝÀ t = (t, 0) ∈ R+

− sin α∂t1 + cos α∂t2 ÒÏÝÀ t = (t1, t2) ∈ Rα.
(2.4)

(2.3) შერეულისასაზღვრო ამოცანის ამონახსნიუნდა ვეძებოთორივედასმით: კლასიკური
(სასრული ენერგია)

g ∈ H1/2(R+), h ∈ H−1/2(Rα), u ∈ H1(Ωα) = W1(Ωα),

u(x) = O(1) as |x| → ∞
(2.5)

და ასევე არაკლასიკური სუსტი დასმით

g ∈ W1/p
p (R+), h ∈ W−1/p

p (Rα), u ∈ H1
p(Ωα) = W1

p(Ωα),

u(x) = O(1) as |x| → ∞, 1 < p <∞.
(2.6)

ÈÄÏÒÄÌÀ 2.1 ÅÈØÅÀÈ, 1 < p <∞. (2.3) ÛÄÒÄÖË ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÀÓ (2.5) ÛÄÆÙÖÃÅÉÓ

ÐÉÒÏÁÄÁÛÉ ÀØÅÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ u ∈ H1(Ωα), ÒÏÌÄËÉÝ ßÀÒÌÏÉÃÂÉÍÄÁÀ (2.23)

×ÏÒÌÖËÉÈ, ÓÀÃÀÝ ÖÝÍÏÁÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ψ ÃÀ φ0 ÀÒÉÀÍ (2.36a) ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ

ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉ H̃−1/2(Ωα) ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÃÀ φ ∈ H̃−1/2(R+) ÀÙÃÂÄÁÀ φ0 ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÀÛÖÀËÄ-

ÁÉÈ ÃÀ ×ÏÒÌÖËÉÈ (2.36b).

ÈÖ 1 < p < ∞, p ̸= 2 ÛÄÒÄÖËÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÀÓ (2.3) ÛÄÆÙÖÃÅÉÓ (2.6)

ÐÉÒÏÁÄÁÛÉ ÂÀÀÜÍÉÀ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ u ∈ H1
p(Ωα) ÛÄÌÃÄÂÉ ÐÉÒÏÁÉÈ: α0 :=

α ∈ (0, π) ÀÍ α0 := 2π − α ∈ (0, π) (Ä.É. ÈÖ α ∈ (π, 2π)) ÀÒ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÛÄÌÃÄÂÉ

ÔÒÀÍÓÝÄÍÃÄÍÔÖËÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÓ

sin

[
2π

p
+

(
1

p
− 1+

−1

2

)
α0

]
= 0, sin

(
1

p
− 1+

−1

2

)
α0 = 0 if α0 ∈

(π
2
, π
)

(2.7)

ÃÀ

sin4
π

p
−
{
cos

π

p
cos

[
α0

(
1−+

1

2

)
+
π − α0

p

]
+ cos

[
α0

(
1−+

1

2

)
− α0

p

]}2

= 0, (2.8)

sin4
π

p
−
{
sin

π

p
cos

[
α0

(
1−+

1

2

)
+
π − α0

p

]
+ cos

[
α0

(
1−+

1

2

)
− α0

p

]}2

= 0 (2.9)

if α0 ∈
(
0,
π

2

)
.

ÈÖ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ ÀÒÓÄÁÏÁÓ, ÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉËÉÀ ×ÏÒÌÖËÉÈ (2.23), ÓÀÃÀÝ ÖÝÍÏÁÉ

×ÖÍØÝÉÄÁÉ ψ ÃÀ φ0 ÀÒÉÀÍ (2.36a) ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉ W̃−1/p
p (Ωα)

ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÃÀ φ ∈ W̃1−1/p
p (R+) ÀÙÃÂÄÁÀ φ0 ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÉÈ ÃÀ ×ÏÒÌÖËÉÈ

(2.36b).
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თეორემისდამტკიცება მოყვანილი იქნება ქვემო პარაგრაფში.ახლა კიდავიწყოთ ამო-
ცანის ამონახსნის ერთადერთობის გამოკვლევით.

ÈÄÏÒÄÌÀ 2.2 (2.3) ÛÄÒÄÖË ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÀÓ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ k ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÓÀÈÅÉÓ

ÀØÅÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ H1(Ωα) ÓÉÅÒÝÄÛÉ, ÈÖ ÀÌÏÍÀáÓÍÓ ÂÀÀÜÍÉÀ (2.5) ÚÏ×ÀØÝÄÅÀ

ÖÓÀÓÒÖËÏÁÀÛÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ: ერთადერთობისდასამტკიცებლადგამოიყენება გრინისფორმულა. ვთქვათ,
R არის საკმარისადდიდიდადებითი რიცხვი დაB(R) იყოსR რადიუსიანი ბირთვი ცენ-
ტრით 0-ში. შემოვიღოთ სიმრავლე ΩR := Ωα∩B(R). ვთქვათ u არის ერთგვაროვანი (2.3)
შერეული სასაზღვრო ამოცანის ამონახსნი შერეული სასაზღვრო პირობებით u+ = g = 0 R+

(∂νu)
+ = h = 0 Rα.

მაშინ u ამონახსნისთვის და მისი ū კომპლექსური შეუღლებულისთვისΩR არეში ად-
გილი აქვს გრინის იგივეობას.∫

ΩR

[
|∇u|2 − k2|u|2

]
dx =

∫
∂ΩR

(∂νu) ū dσ =

∫
B(R)∩∂Ωα

(∂νu) ū dσ +

∫
∂B(R)∩Ωα

(∂νu) ū dσ,

(2.10)

რადგან ფუნქციის ან მისი ნორმალური წარმოებულის კვალი ხდება 0-ის ტოლიR1 დაR2

ნახევარღერძებზე, ამიტომ ∫
B(R)∩∂Ωα

(∂νu) ū dσ = 0.

კარგად არის ცნობილი, რომ სასაზღვრო ამოცანის ამონახსნი u(x) წარმოიდგინება
პოტენციალთა სხვაობის სახით (იხ. ქვემოთ ფორმულა (2.20)). მეორეს მხრივ, კომპლექ-
სური პარამეტრისათვის პოტენციალთა ბირთვები ქრებიან უსასრულობაში ექსპონენცი-
ალურად (იხ. ქვემოთ ფორმულა (2.18)). ამის შედეგად, (2.5) პირობის მაგივრად გვაქვს
ამონახსნის ქრობადობის უფრო ძლიერი პირობა

u(x) = O

(
e−ε|x|

)
როდესაც |x| → ∞ (2.11)

რაიმე ε > 0-სთვის. შედეგად, (2.10)ფორმულაშიზღვარზე გადასვლითR→ ∞ მივიღებთ
ტოლობას ∫

Ωα

[
|∇u|2 − k2|u|2

]
dx = lim

R→∞

∫
ΩR

[
|∇u|2 − k2|u|2

]
dx = 0. (2.12)

რადგან k კომპლექსური რიცხვია, (2.12) ტოლობიდან ადვილად მივიღებთ, რომ∫
Ω

[
|∇u|2 +

(
(Im k)2 − (Re k)2

)
|u|2
]
dx = 0;
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−2(Re k)(Im k)

∫
Ω
|u|2 dx = 0 .

ამგვარად, Im k ̸= 0 პირობისთვის და უკანასკნელი ორი იგივეობიდან მივიღებთ, რომ
u = 0 მთელ Ωα არეში.

პოტენციალთა მეთოდის გამოსაყენებლად განვიხილოთ მარტივი და ორმაგი ფენის
პოტენციალები

V φ(x) :=

∫
∂Ωα

Hk(x− τ)φ(τ)dσ,

Wφ(x) :=

∫
∂Ωα

∂ν(τ)Hk(x− τ)φ(τ)dσ, x ∈ Ωα,
(2.13)

სადაც 0 რიგის ჰენკელის ფუნქცია Hk(x)

Hk(x) :=
1

4
H

(1)
0 (k|x|) (2.14)

წარმოადგენს ჰელმჰოლცის განტოლების ფუნდამენტურ ამონახსნს

∆Hk(x)− k2Hk(x) = δ(x), x ∈ R2. (2.15)

მეორეს მხრივ, ფუნქცია

K∆(x) :=
1

2π
ln |x|, (2.16)

წარმოადგენს ორი ცვლადის ლაპლასის განტოლების ფუნდამენტურ ამონახსნს

∆K∆(x) = δ(x), x ∈ R2 (2.17)

და სამართლიანია შემდეგი ასიმპტოტური ტოლობები

H
(1)
0 (k|x|) =


2

π
ln |x|+ O(1) როცა |x| → 0,

O(e−|Im k||x|), როცა |x| → +∞.

(2.18)

(2.18) ასიმპტოტური ტოლობის თანახმად შეგვიძლია ფუნდამენტური ამონახსნი დავშა-
ლოთ შემდეგი სახით

Hk(x) = K∆(x) + H 0
k (x), H 0

k (x) = O(|x|) როცა |x| → 0,

სადაც ფუნქციებს Hk
0(x− y), ∂ν(y)Hk

0(x− y)და ∂ν(x)Hk
0(x− y) გააჩნიათ სუსტი სინგუ-

ლარობა და შესაბამისი ინტეგრალური ოპერატორები

K0ψ(x) :=
∫
∂Ωα

H 0
k (x− y)ψ(y)dσ,

K1ψ(x) :=
∫
∂Ωα

∂ν(y)H
0
k (x− y)ψ(y)dσ,

K∗
1φ(x) :=

∫
∂Ωα

∂ν(x)H
0
k (x− y)φ(y)dσ,

(2.19)
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არიან კომპაქტურები ლებეგის Lp სივრცეში.

(2.3) შერეული სასაზღვრო ამოცანის ნებისმიერი ამონახსნი წარმოიდგინება ორმაგი
და მარტივი ფენის პოტენციალების სხვაობით

u(x) =Wu+(x)− V [∂νu]
+(x) =

∫
∂Ωα

∂ν(τ)Hk(x− τ)u+(τ)dσ

−
∫
∂Ωα

Hk(x− τ)[∂νu]
+(τ)dσ, x ∈ Ωα (2.20)

(იხ. [DNS95, Du01]) სადაც სიმკვრივეები წარმოადგენენ u ამონახსნის დირიხლეს u+ და
ნეიმანის [∂νu]+ კვალებს საზღვარზე.

როგორც ვიცით, პლემელის ფორმულას აქვს სახე

(Wφ)−+ (t) = −+
1

2
φ(t) +W 0φ(t), (∂ν(t)V ψ)−+ )(t) = +

−1

2
ψ(t) +W ∗

0ψ(t),

W 0φ(t) :=

∫
∂Ωα

(∂ν(y)Hk)(t− y)φ(y)dσ,

W ∗
0ψ(t) :=

∫
∂Ωα

(∂ν(t)Hk)(t− y)ψ(y)dσ, t ∈ ∂Ωα,

(∂ν(t)Wψ)−+ (t) = V +1ψ(t) :=

∫
∂Ωα

(∂ν(t)∂ν(y)Hk)(t− y)ψ(y)dσ,

(V φ)−+ (t) = V −1φ(t) :=

∫
∂Ωα

Hk(t− y)φ(y)dσ, t ∈ ∂Ωα,

(2.21)

სადაც V −1,W 0,W ∗
0 და V +1 არიან ფსევდო-დიფერენციალური ოპერატორები ∂Ωα საზ-

ღვარზე, შესაბამისად −1, 0, 0და +1, რიგის.

ვთქვათ, g0 ∈ H1/2(∂Ωα) და h0 ∈ H−1/2(∂Ωα) არიან g ∈ H1/2(R+) და h ∈ H−1/2(Rα)

სასაზღვროპირობებისრაიმეფიქსირებულიგაგრძელებები, რომლებიცთავიდან განსაზ-
ღვრული იყვნენ ∂Ωα = R+ ∪ Rα საზღვრის ნაწილზე. შევნიშნოთ, რომ ასეთნაირად ორ
გაგრძელებას შორის სხვაობა მოთავსებული იქნება შესაბამისად H̃1/2(Rα) და H̃−1/2(R+)

სივრცეებში, უნდა ვიპოვოთ ორი უცნობი ფუნქცია, φ ∈ H̃1/2(Rα) და ψ ∈ H̃−1/2(R+),
რომელთათვისაც (2.3) სასაზღვრო პირობები შესრულდება მთელ საზღვარზე. როგორც
ვიცით, H̃s(R+)და H̃s(Rα) წარმოადგენენHs(∂Ωα) სივრცის ქვესივრცეებს, თუფუნქციები
ქვესივრციდან გაგრძელებულია ნულით შესაბამისად Rα და R+ ღერძებზე. მაშინ, თუ
u(x) არის (2.3) განტოლების ამონახსნი, სრულდება შემდეგი ტოლობები:

u+(t) = g0(t) + φ(t) =

 g(t) თუ t ∈ R+,

g0(t) + φ(t) თუ t ∈ Rα,

(∂νu)
+(t) = h0(t) + ψ(t) =

 h0(t) + ψ(t) თუ t ∈ R+,

h(t) თუ t ∈ Rα.

(2.22)
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თუ (2.3) განტოლებაში გამოვიყენებთ (2.22) სასაზღვრო მნიშვნელობებსდა ჩავსვამთ
(2.20) წარმოდგენის ფორმულაში, მივიღებთ შემდეგ წარმოდგენის ფორმულას

u(x) =W [g0 + φ](x)− V R+ [h0 + ψ](x), x ∈ Ωα. (2.23)

(2.22) წარმოდგენაში მოცემული ნაცნობი და უცნობი ფუნქციები ეკუთვნიან შემდეგ
სივრცეებს (იხ. (2.3))

g0 ∈ H1/2(∂Ωα), h0 ∈ H−1/2(∂Ωα), φ ∈ H̃1/2(Rα), ψ ∈ H̃−1/2(R+). (2.24)

თუ გამოვიყენებთ (2.3) განტოლებიდან სასაზღვრო პირობებს (2.22) წარმოდგენაში
და გავითვალისწინებთ (2.21) პლემელის ფორმულას, მივიღებთ შემდეგ განტოლებათა
სისტემას:

g0(t) + φ(t) = u+(t) =
1

2
(g0(t) + φ(t)) +W 0[g0 + φ](t)− V −1[h0 + ψ](t),

h0(t) + ψ(t) = (∂νu)
+(t) = V +1[g0 + φ](t) +

1

2
(h0(t) + ψ(t))−W ∗

0[h0 + ψ](t),

t ∈ ∂Ωα.

მიღებული სისტემა შეგვიძლია გადავწეროთ შემდეგი სახით


1

2
φ−W 0φ+ V −1ψ = G0,

1

2
ψ +W ∗

0ψ − V +1φ = H0 ∂Ωα საზღვარზე,
(2.25)

G0 := −1

2
g0 +W 0g0 − V −1h0 ∈ H1/2(∂Ωα),

H0 := −1

2
h0 + V +1g0 −W ∗

0h0 ∈ H−1/2(∂Ωα),

შევნიშნოთ, რომ suppφ ⊂ Rα და suppψ ⊂ R+, (2.25) სისტემაში პირველი განტოლება ჩვენ
შევზღუდეთ Rα ღერძზე, ხოლო მეორე განტოლება - R+ ღერძზე. ვთქვათ, r+ და rα არიან
შესაბამისი შეზღუდვების ოპერატორები: r+φ = rαψ = 0. დამტკიცებულია,რომ შემდეგი
შეზღუდვები არიან ნულის ტოლი (იხ. [BDKT13])

rαW 0φ = r+W 0ψ = rαW
∗φ = r+W

∗
0ψ = 0 (2.26)

დათუ გამოვიყენებთ ამ შეზღუდვებს (2.25) სისტემაში, მივიღებთ შემდეგ განტოლებათა
სისტემას:
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1

2
φ+ rαV −1ψ = rαG0 Rα− ზე,

1

2
ψ − r+V +1φ = r+H0 R+− ზე.

(2.27)

რათა ავხსნათ რა აზრით გვესმის ჰიპერსინგულარული V +1 ოპერატორის მოქმედება
f ფუნქციაზე, ჩავატაროთშემდეგი მსჯელობა: რადგანK∆(x) ბირთვი წარმოადგენსლაპ-
ლასის განტოლების ფუნდამენტურ ამონახსნს, რაც ნიშნავს, რომ

∆K∆(x) = δ(x), x ∈ R2. (2.28)

(2.28)ტოლობის გამოყენებით, როცა t = (t, 0) ∈ R+, y = (τ cos α, τ sin α), τ ∈ R მივიღებთ
(იხ. (2.4)):

∂ν(t)∂ν(y)K∆(t− y) = ∂ν(x)∂ν(y)K∆(x− y)
∣∣∣
x=(t,0)

= −∂x2
∂ν(y)K∆(x− y)

∣∣∣
x=(t,0)

= ∂y2
(− sinα∂y1

+ cosα∂y2
)K∆(x− y)

∣∣∣
x=(t,0)

=
[{

− sinα∂y1
∂y2

+ cosα∂2y2

}
K∆(x− y)

]
x=(t,0)

=
[
cosα ∆K∆(x− y)−

{
cosα∂2y1

+ sinα∂y1
∂y2

}
K∆(x− y)

]
x=(t,0)

= [cos αδ(x− y)− ∂y1
{cos α∂y1

+ sin α∂y2
}K∆(x− y)]x=(t,0)

= cos α δ(0)− ∂ℓ(y)∂y1
K∆(t− y), (2.29)

მაშინ, როცა t ∈ R+ და y ∈ Rα, δ(t− y) = δ(0); აქ

∂ℓ(y) :=

 cos α∂y1
+ sin α∂y2

სიმრავლეზე Rα,

∂y1
სიმრავლეზე R+

(2.30)

არის მხები წარმოებული ∂Ωα საზღვარზე. გამოვიყენოთ პარამეტრიზაცია

x = (x1, x2) = (t cos α, t sin α)⊤ ∈ Rα, y = (τ cos α, τ sin α)⊤ ∈ Rα,

θ = (θ, 0) ∈ R+, სადაც t, τ, θ ∈ R+.
(2.31)

ცხადია, რომ
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ÈÖ φ ∈ H̃1/2(Rα) ÃÀ φ+(t) := φ(t cos α, t sin α), t ∈ R+,

ÌÀÛÉÍ φ0 := ∂tφ+ ∈ H̃−1/2(R+), ∂t :=
d
dt .

(2.32)

რადგანφ ∈ H̃1/2(Rα), შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომφდაφ0 ქრებიან 0-ის მიდამოში.
მაშინ გამოვიყენებთრა (2.29)ტოლობას, (2.27) სისტემის მეორე განტოლებას გადავწერთ
შემდეგნაირად:

1

2
ψ(t)− r+V +1φ(t) =

1

2
ψ −

∫
Rα

∂ν(t)∂ν(y)K∆(t− y)φ(y)|dy|

=
1

2
ψ(t) +

1

2π

∫
Rα

∂ℓ(y)∂y1
ln
√

(t− y1)2 + y22φ(y)|dy|

=
1

2
ψ(t) +

1

2π

∫
Rα

∂ℓ(y)
y1 − t

(t− y1)2 + y22
φ0(y)|dy|.

ინტეგრალში პარამეტრიზაციის y = (τ cos α, τ, sin α)⊤ ∈ Rα, τ ∈ R+ და შემდეგი
წარმოდგენის გამოყენებით

∂y1
= cos α∂τ , ∂y2

= sin α∂τ , ∂ℓ(y) = cos α∂y1
+ sin α∂y2

= ∂τ

და ასევე ნაწილობითი ინტეგრების შედეგად მივიღებთ შემდეგ ტოლობას

1

2
ψ(t)− r+V +1φ(t) =

1

2
ψ(t)− 1

2π

∫
R+

∂τ
τ cos α− t

(t− τ cos α)2 + τ2 sin2 α
φ+(τ)dτ

=
1

2
ψ(t) +

1

2π

∫
R+

[τ cos α− t]φ0(τ)dτ

t2 + τ2 − 2t τ cosα

=
1

2
ψ(t)− 1

4π

∫
R+

[
1

t− eiατ
+

1

t− e−iατ

]
φ0(τ)dτ

=
1

2
ψ(t)− 1

4π

[
K1

eiα +K1
e−iα

]
φ0(t). (2.33)

მიღებულ ტოლობაში გამოყენებულია შემდეგი აღნიშვნა: ∂τφ+(τ) =: φ0(τ), (იხ. (2.32)),
φ0(0) = 0, და შემოგვაქვს შემდეგი ოპერატორები:

K1
cψ(t) :=

∫ ∞

0

ψ(τ)dτ

t− cτ
, −π < arg c < π, ψ ∈ Lp(R+), (2.34)

რომლებიც არიან მელინის კონვოლუციები−1რიგის ერთგვაროვანი ბირთვით (იხ. [Du79,
Du84b, Du86, Du82]). Nα და N∗

α ოპერატორები არიან ერთმანეთის შეუღლებულნი.
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გარდა ამისა, (2.27) სისტემის პირველი განტოლების პარამეტრიზაციით და ∂t-თი
დიფერენცირებით, მივიღებთ შემდეგს:

∂t

[
1

2
φ(x) + rαV −1ψ(x)

]
x=(t cos α,t sin α)⊤

=
1

2
φ0(t) +

1

4π
∂t

∫ ∞

0
ln[t2 + τ2 − 2t τ cos α]ψ(τ) dτ

=
1

2
φ0(t) +

1

2π

∫ ∞

0

[t− τ cos α]ψ(τ) dτ

t2 + τ2 − 2t τ cos α

=
1

2
φ0(t) +

1

4π

[
K1

eiα +K1
e−iα

]
ψ(t) = G1(t), (2.35)

სადაც

G1(t) := [2rαG1(x)]x=(t cos α,t sin α)⊤ := 2r+∂tG0(t cos α, t sin α).

მიღებული ტოლობის გამოყენებით, (2.27) სისტემაში პირველი განტოლების პარამე-
ტრიზაციით და ∂t-თი დიფერენცირებით, ეს სისტემა მიიღებს ფორმას:


φ0 +

1

2π

[
K1

eiα +K1
e−iα

]
ψ = G1,

ψ − 1

2π

[
K1

eiα +K1
e−iα

]
φ0 = 2r+H0

(2.36a)

φ0, ψ ∈ H̃−1/2(R+), φ0 = ∂tφ(t cos α, t sin α), G1(t) = 2r+∂tG0(t cos α, t sin α),

φ+(t) = φ(t cos α, t sin α) :=

∫ t

0
φ0(τ) dτ, x := (t cos α, t sin α)⊤ ∈ Rα. (2.36b)

მიღებული განტოლებათა სისტემა წარმოადგენს (2.3) სასაზღვრო ამოცანის ექვივა-
ლენტურ სასაზღვრო ინტეგრალურ განტოლებას.

ÈÄÏÒÄÌÀ 2.3 (2.3) ÛÄÒÄÖË ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ u ∈ H1(Ωα) ßÀÒÌÏÉÃÂÉ-

ÍÄÁÀ ×ÏÒÌÖËÉÈ (2.23), ÓÀÃÀÝ ÖÝÍÏÁÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ψ ÃÀ φ0 ÀÒÉÀÍ (2.36a) ÓÉÓÔÄÌÉÓ

ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉ H̃−1/2(Ωα) ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÃÀ φ ∈ H̃−1/2(R+) ÀÙÃÂÄÁÀ φ0 ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÀÛÖÀËÄ-

ÁÉÈ ÃÀ ×ÏÒÌÖËÉÈ (2.36b).

ÐÉÒÉØÉÈÀÝ, ÈÖ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ψ ÃÀ φ0 ÀÒÉÀÍ (2.36a) ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÄÁÉ H̃−1/2(Ωα)

ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÃÀ φ ∈ H̃−1/2(R+) ÀÙÃÂÄÁÀ φ0 ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÉÈ ÃÀ ×ÏÒÌÖËÉÈ

(2.36b), ÌÀÛÉÍ ×ÖÍØÝÉÀ u ∈ H1(Ωα) ßÀÒÌÏÉÃÂÉÍÄÁÀ ×ÏÒÌÖËÉÈ (2.23) ÃÀ ÀÒÉÓ (2.3)

ÛÄÒÄÖË ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉ.
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ: თეორემა 2.3-ის პირველინაწილიუკვედამტკიცებულია. (2.25)და (2.36a)
სისტემების ფრედჰოლმურად ექვივალენტურობის დასამტკიცებლად, რომელიც ჩამოყა-
ლიბებულიათეორემისდასკვნითნაწილში, შევნიშნოთ, რომ ჩვენ ვართდაინტერესებული
მიღებულისასაზღვროფსევდოდიფერენციალურიგანტოლების (2.36a)ლოკალურფრედ-
ჰოლმურობაში 0 წერტილში, რაც ემთხვევა მელინის კონვოლუციის განტოლების Ψ −
B2Ψ = H0 გლობალურცალსახად ამოხსნადობას, ჩვენ შეგვიძლიადავივიწყოთლოკალუ-
რად კომპაქტური ოპერატორიK (იხ (2.19)).
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3. ÌÄËÉÍÉÓ ÊÏÍÅÏËÖÝÉÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÄÁÉ Hs
p(R+) ÓÉÅÒÝÄÛÉ

ამ თავში გამოვიყენებთ დამხმარე შედეგებს სტატიებიდან [Du13] (ასევე იხ. [Du79,
Du87, DD13]), რომელიც არის არსებითისასაზღვროინტეგრალურიგანტოლების გამოკვლე-
ვისათვის.

განვიხილოთ მელინის კონვოლუციის ოპერატორი M0
a ბესელის პოტენციალთა სივ-

რცეში

M0
a := M−1

β aMβ : H̃s
p(R+) −→ Hs

p(R+), (3.1)

სადაც

Mβψ(ξ) :=

∫ ∞

0
tβ−iξψ(t)

dt

t
, ξ ∈ R,

M−1
β φ(t) :=

1

2π

∫ ∞

−∞
tiξ−βφ(ξ)dξ, t ∈ R+.

არიან მელინის გარდამნები და ურთიერთშებრუნებულები.

ოპერატორის M0
a სიმბოლო a(ξ) შეიძლება იყოს n × n-ზე მატრიც-ფუნქცია, მაშინ

(3.1)-ში მითითებულისივრცეები წარმოადგენენn-ვექტორულსივრცეებს. ვიგულისხმებთ,
რომ a ∈ CM0

p(∂Ωα) წარმოადგენსუწყვეტფუნქციას ნამდვილრიცხვთაღერძზეR შეიძლება
გააჩნდეს წყვეტა მხოლოდ უსასრულობაში.

მელინის კონვოლუციისოპერატორის ერთერთიმნიშვნელოვანი მაგალითია შემდეგი
ინტეგრალური ოპერატორი

M0
aφ(t) := c0φ(t) +

c1
πi

∫ ∞

0

φ(τ) dt

τ − t
+

∫ ∞

0
K

(
t

τ

)
φ(τ)

dτ

τ
(3.2)

n × n-ზე მატრიცული კოეფიცინეტებით და n × n-ზე მატრიცული გულით. M0
a არის

შემოსაზღვრული ოპერატორი წონიან ლებეგის სივრცეში

M0
a : Lp(t

γ ,R+) −→ Lp(t
γ ,R+), (3.3)

β :=
1 + γ

p
, 1 < p <∞, −1 < γ < p− 1,

შესაბამისი ნორმით

∥φ|Lp(t
γ ,R+)∥ :=

[∫ ∞

0
tγ |φ(t)|pdt

]1/p
.

შემდეგი შეზღუდვების პირობებში მატრიცული ბირთვის ყველა ელემენტზე∫ ∞

0
tβ−1K (t)dt <∞, 0 < β < 1 (3.4)
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(იხ. [Du79]). (3.2) ოპერატორის სიმბოლო არის ბირთვის მელინის გარდაქმნა

aβ(ξ) := c0 + c1 coth π (iβ + ξ) + MβK (ξ)

:= c0 + c1 coth π (iβ + ξ) +

∫ ∞

0
tβ−iξK (t)

dt

t
, ξ ∈ R (3.5)

და სიმბოლო არის პასუხისმგებელი ოპერატორის ფრედჰოლმურობის თვისებაზე.

ცხადია,

M0
aM

0
bφ = M0

abφ = M0
bM

0
aφ, φ ∈ Lp(t

γ ,R+), (3.6)

იმ პირობით,თუM0
aდაM0

a ოპერატორები არიან შემოსაზღვრულებიLp(t
γ ,R+) სივრცეში.

ÈÄÏÒÄÌÀ 3.4 (Éá. [Du79]) ÅÈØÅÀÈ, 1 < p < ∞ ÃÀ −1 < γ < p − 1 (ÀÍ 0 6 p 6 ∞
ÐÉÒÏÁÉÈ, ÈÖ c1 = 0 (4.4)-ÛÉ). M0

a ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ (3.2)(3.3)-ÛÉ ÀÒÉÓ ×ÒÄÃäÏËÌÉÓ

ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÈÖ ÌÉÓÉ ÓÉÌÁÏËÏ ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÉÀ (ÄËÉ×ÓÖÒÉÀ)

inf
ξ∈R

|det aβ(ξ)| > 0. (3.7)

ÈÖ ÓÉÌÁÏËÏ ÄËÉ×ÓÖÒÉÀ, ÄÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÉÀ ÃÀ ÌÉÓÉ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉÀ M0
a−1

ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ.

ბესელის პოტენციალთა სივრცეებში სიტუაცია სხვანაირია. გავიხსენოთ ზოგიერთი
შედეგი [Du13, § 2] ნაშრომიდან.

განვიხილოთბირთვები, რომლების არიან უსასრულობაში ქრობადი მერომორფული
ფუნქციები C კომპლექსურ სიბრტყეზე

K (t) :=
∞∑
j=0

dj
(t− cj)mj

, cj ̸= 0, j = 0, 1, . . . ,

0 < αk := | arg ck| 6 π, k = ℓ+ 1, ℓ+ 2, . . .

(3.8)

კვანძებით c0, c1, . . . ∈ C \ {0}და კომპლექსური კოეფიციენტებით dj ∈ C.

ÂÀÍÌÀÒÔÄÁÀ 3.5 ÅÉÔÚÅÉÈ, ÒÏÌ (3.8) ×ÏÒÌÖËÉÈ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉËÉ ÁÉÒÈÅÉ K (t) ÀÒÉÓ

ÃÀÓÀÛÅÄÁÉ ÈÖ:

i. K (t) ÀØÅÓ ÊÅÀÍÞÄÁÉÓ ÌáÏËÏÃ ÓÀÓÒÖËÉ ÒÀÏÃÄÍÏÁÀ c0, . . . , cℓ ÒÏÌËÄÁÉÝ ÄÊÖÈÅÍÉ-

ÀÍ ÃÀÃÄÁÉÈ ÍÀáÄÅÀÒÙÄÞÓ, Ä.É. arg c0 = · · · = arg cℓ = 0;

ii. ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÌÖËÔÉÐËÉÊÀÔÏÒÄÁÉ m0 = · · · = mℓ = 1;

iii. ÓÀÓÒÖËÉ ÒÀÏÃÄÍÏÁÀ ßÄÒÔÉËÄÁÉÓ c0 > 0, . . . , cℓ > 0 ÀÌÏÂÃÄÁÉÓ ÛÄÌÃÄÂ ßÄÒÔÉËÄ-

ÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÓ cℓ+1, cℓ+2, . . . ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ (iii) ÐÉÒÏÁÉÃÀÍ ÀÒ ÂÀÀÜÍÉÀÈ ÃÀÂÒÏÅÄÁÉÓ

ßÄÒÔÉËÄÁÉ ÃÀÃÄÁÉÈ ÍÀáÄÅÀÒÙÄÒÞÆÄ ÃÀ ÌÀÈÉ ÍÀÌÃÅÉËÉ ÍÀßÉËÄÁÉ ÀÒÉÀÍ ÈÀÍÀÁÒÀÃ

ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ

lim
j→∞

cj ̸∈ [0,∞), sup
j=ℓ+1,ℓ+2,...

Re cj 6 K <∞. (3.9)
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მელინის კონვოლუციის ოპერატორს

Km
c ψ(t) :=

∫ ∞

0

τm−1ψ(τ)dτ

t− cτ

m

, −π < arg c < π, ψ ∈ Lp(R+) (3.10)

(იხ. (2.34)m = 1-თვის)დასაშვები ბირთვი ნებისმიერიm = 1, 2, . . . ერთადერთიშეზღუდ-
ვით: თუ c არის ნამდვილი და დადებითი arg c = 0, მაშინ აუცილებლადm = 1.

ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ 3.6 (იხ. [Du13], შედეგი 2.3) ÅÈØÅÀÈ (3.3) ÐÉÒÏÁÄÁÉ ÓÒÖËÃÄÁÀ, K (t)

ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÃÀÓÀÛÅÄÁ ÁÉÒÈÅÓ

Kβ :=
π

| sin πβ|

∞∑
j=0

2mj

(
β − 1

mj

)
|cj |β−mj |dj | <∞. (3.11)

ÌÀÛÉÍ ÌÄËÉÍÉÓ ÊÏÍÅÏËÖÝÉÀ M0
aβ

M0
aφ(t) := c0φ(t) +

∫ ∞

0
K

(
t

τ

)
φ(τ)

dτ

τ

ÃÀÓÀÛÅÄÁÉ ÌÄÒÏÌÏÒ×ÖËÉ ÂÖËÉÈ K (t) (3.8)-ÛÉ ÀÒÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ËÄÁÄÂÉÓ

ÓÉÅÒÝÄÛÉ Lp(R+, tγ) ÃÀ ÍÏÒÌÀ ÛÄ×ÀÓÄÁÖËÉÀ ÌÖÃÌÉÅÉÈ ∥M0
aβ
∥ 6 MKβ ÆÏÂÉÄÒÈÉ

M > 0-ÈÅÉÓ.

ÊÄÒÞÏÃ, ÌÄÒÏÌÏÒ×ÖËÉ ÁÉÒÈÅÉÓÈÅÉÓ ÌÀÒÔÉÅÉ ÊÅÀÍÞÄÁÉÈ m0 = m1 = · · · = 1

ÂÅÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ

|M0
aβ
∥ 6MKβ =

2πM

| sin πβ|

∞∑
j=0

2mj |dj ||cj |β−1.

შეგვიძლიადავივიწყოთM მუდმივიდა 2mj შევცვალოთ 2
mj

2 -ითშეფასებაში პირობით
Re cj < 0 ყველა j = 0, 1, . . ..

ÈÄÏÒÄÌÀ 3.7 (იხ. [Du13], თეორემა 2.4) ÌÄËÉÍÉÓ ÊÏÍÅÏËÖÝÉÉÓ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ Km
c ÔÏ-

ËÏÁÀÛÉ (3.10) ÃÀÓÀÛÅÄÁÉ ÁÉÒÈÅÉÈ ÀÒÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÁÄÓÄËÉÓ ÐÏÔÄÍÝÉÀËÈÀ

ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ

Km
c : H̃s

p(R+) −→ Hs
p(R+) (3.12)

ÚÅÄËÀ s ∈ R-ÈÅÉÓ ÃÀ 1 < p <∞-ÈÅÉÓ.

გავიხსენოთ(3.7) ფორმულები [Du13, ] ნაშრომიდან, რომელიცგვაძლევს (2.34)ფორმუ-
ლაში მონაწილეKm

c ოპერატორის (ბირთვის მელინის გარდაქმნა) სიმბოლოს:

MβK m
c (ξ) = −

(
β − iξ − 1

m− 1

)
πe

−
+π(β−iξ)i

sinπ(β − iξ)
cβ−iξ−m, 0 < −+arg c < π, (3.13)



25

სადაც (
µ− 1

n

)
:=

(µ− 1) · · · (µ− n)

n!
,

(
µ− 1

0

)
:= 1.

კერძოდ (იხ (2.8)-(2.10) ფორმულები [Du13, ]-ში)

MβK 1
c (t) = −πe

−
+π(β−iξ)icβ−iξ−1

sin π(β − iξ)
, 0 < −+ arg c < π, (3.14)

MβK 1
−d(t) =

πd β−iξ−1

sin π(β − iξ)
, 0 < | arg d| < π, (3.15)

MβK 1
−1(t) =

π

sin π(β − iξ)
. (3.16)

ÈÄÏÒÄÌÀ 3.8 ([Du13], თეორემა 4.1) ÅÈØÅÀÈ, 0 < | arg γ| < π, 0 < | arg c| < π, 0 <

| arg(γ c)| < π, r, s ∈ R, m = 1, 2, . . ., 1 < p < ∞. ÌÀÛÉÍ Km
c : H̃s

p(R+) → Hs
p(R+)

ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ ÀÒÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉÓ ÄØÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉ

Am,s
c := Λs

−γK
m
c Λ−s

γ : Lp(R+) → Lp(R+), (3.17a)

ÓÀÃÀÝ

Am,s
c =


eσ(c,γ)πsic−sKm

c Wgs
γ,c

ÈÖ − π < arg γ c < 0,

eσ(c,γ)πsic−s
[
Km

c Wgs
γ,c

− (−1)mKm
−cHgs

γ,c

]
ÈÖ 0 < arg γ c < π,

(3.17b)

Hgs
γ,c

=


I + T ÈÖ arg(γ c) · arg γ < 0,

Hgs
∞
+ T = eπsi

[
cos πsI − sin πs

π
K1

−1

]
+ T ÈÖ arg(γ c) · arg γ > 0,

(3.17c)

gsγ,c(ξ) :=

(
ξ − cγ

ξ + γ

)s

, gs∞(ξ) :=
1

2
[e2πsi + 1] +

1

2
[e2πsi − 1]sign ξ, (3.17d)

σ(c, γ) ÂÀÍÌÀÒÔÄÁÖËÉÀ ÔÏËÏÁÉÈ

σ(c, γ) :=

{
0 ÈÖ 0 < arg c < π,

sign arg(γ c)− sign arg γ ÈÖ − π < arg c < 0
(3.18)

ÃÀ T ÀÒÉÓ ÊÏÌÐÀØÔÖÒÉ ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ Lp(R+) ÓÉÅÒÝÄÛÉ.

განვიხილოთ მთლიანი კონვოლუციის ოპერატორი

A := d0I +Wa +

n∑
j=1

djK
mj
cj c1, . . . , cn ∈ C, a ∈ CMp(R \ {0}) (3.19)

მუდმივი კოეფიციენტებით d0, d1, . . . , dn ∈ C ბესელის პოტენციალთა სივრცეში Hs
p(R+).
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Figure 1.

(3.19) ოპერატორის სიმბოლოს დასაწერად განვიხილოთ საათის ისრის მიმართულე-
ბით ორიენტირებული მართკუთხედი R := Γ1 ∪ Γ−

2 ∪ Γ+
2 ∪ Γ3, სადაც (იხ. ნახაზი 2)

Γ1 := R× {+∞}, Γ−+

2 := {−+∞}× R+, Γ3 := R× {0}.

(3.19)ტოლობაშიAოპერატორის სიმბოლოA s
p (ω) არის ფუნქციაR სიმრავლეზე გან-

მარტებული შემდეგნაირად,

A s
p (ω) :=



d0g
s
p(ξ) + asp(∞, ξ) +

m∑
j=1

eσ(cj ,γ)πsic−s
j djK

mj
cj ,p(ξ) +

n∑
j=m+1

eσ(cj ,γ)πsic−s
j dj

×
[
K

mj
cj ,p(ξ)Wgs

γ,cj,p
(∞, ξ)− (−1)mjK

mj

−cj ,p(ξ)Hgs
γ,cj,p

(∞, ξ)
]
ω = (ξ,∞) ∈ Γ1,

{d0 + a(−η)}
(
η + γ

η − γ

)s

ω = (+∞, η) ∈ Γ+
2 ,

{d0 + a(η)}
(
η − γ

η + γ

)s

ω = (−∞, η) ∈ Γ−
2 ,

eπsi{d0 + ap(0, ξ)}+
m∑
j=1

e[σ(cj ,γ)+1]πsidjK
mj
cj ,p(ξ) +

n∑
j=m+1

eσ(cj ,γ)πsic−s
j dj

×
[
eπsiK

mj
cj ,p(ξ)− (−1)mjK

mj

−cj ,p(ξ)Hgs
γ,cj ,p

(∞, ξ)
]

ω = (ξ, 0) ∈ Γ3,

(3.20)
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სადაც

Hgs
γ,c,p

(∞, ξ) :=



0 თუ arg(γ c) < 0,

1 თუ arg(γ c) > 0, arg γ < 0,

eπsi
[
cos πs− sin πs

sin π(1/p− iξ)

]
if arg(γ c) > 0, arg γ > 0,

(3.21)

Wgs
γ,c,p

(∞, ξ) :=


1 თუ arg(γ c) · arg γ < 0,

eπsi [cos πs− sin πs cot π(1/p− iξ)] თუ arg(γ c) · arg γ > 0,

(3.22)

asp(∞, ξ) :=
1

2
[e2πsia(+∞) + a(−∞)]− 1

2
[e2πsia(+∞)− a(−∞)] cot π

(
1

p
− iξ

)
,

ap(t, ξ) :=
1

2
[a(t+ 0) + a(t− 0)]− 1

2
[a(t+ 0)− a(t− 0)] cot π

(
1

p
− iξ

)
.

(3.23)

ÈÄÏÒÄÌÀ 3.9 ([Du13], თეორემა 4.2) ÅÈØÅÀÈ, 1 < p <∞, s ∈ R ÃÀ A ÂÀÍÌÀÒÔÄÁÖËÉÀ

(3.19)-ÉÈ. ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ A : H̃s
p(R+) −→ Hs

p(R+) ÀÒÉÓ ×ÒÄÃäÏËÌÉÓ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ

ÌÀÛÉÍ, ÈÖ ÌÉÓÉ ÓÉÌÁÏËÏ A s
p (ω), ÂÀÍÌÀÒÔÄÁÖËÉ (3.20)(3.23) ÔÏËÏÁÉÈ ÀÒÉÓ ÄËÉ×-

ÓÖÒÉ. ÈÖ A ×ÒÄÃäÏËÌÉÓÀÀ, ÌÀÛÉÍ ÌÉÓÉ ÉÍÃÄØÓÉ

IndA = −ind detA s
p . (3.24)

ÛÄÃÄÂÉ 3.10 ÅÈØÅÀÈ,1 < p < ∞, s ∈ R ÃÀ A ÂÀÍÌÀÒÔÄÁÖËÉÀ (3.19) ÔÏËÏÁÉÈ. ÈÖ

ÏÐÄÒÀÔÏÒÉ A : H̃s
p(R+) −→ Hs

p(R+) ×ÒÄÃäÏËÌÉÓÀÀ (ÛÄÁÒÖÍÄÁÀÃÉÀ) ÚÅÄËÀ a ∈
(s0, s1)-ÈÅÉÓ ÃÀ p ∈ (p0, p1)-ÈÅÉÓ, ÓÀÃÀÝ −∞ < s0 < s1 <∞, 1 < po < p1 <∞, ÌÀÛÉÍ

A : W̃s
p(R+) −→ Ws

p(R+), s ∈ (s0, s1), p ∈ (p0, p1) (3.25)

×ÒÄÃäÏËÌÉÓÀÀ ÃÀ ÉÍÃÄØÓÄÁÉ ÔÏËÉÀ

IndA = −ind detA s
p . (3.26)

(ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ ÀÒÉÓ ÛÄØÝÄÅÀÃÉ) ÓÏÁÏËÄÅ-ÓËÏÁÏÃÄÅÓÊÉÓ (ÁÄÓÏÅÉÓ) ÓÉÅÒÝÄÛÉ Ws
p =

Bs
p,p.
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4. ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÂÀÍÔÏËÄÁÉÓ ÂÀÌÏÊÅËÄÅÀ

მიღებულისასაზღვროინტეგრალურიგანტოლების (2.36a) გამოკვლევა ხდება ბურებ-
რივ ბესელის პოტენციალთა სივრცეებშიHs

p(R+), მაგრამ სასაზღვროინტეგრალურიგანტოლება
მიიღება სასაზღვრო ამოცანისაგან სობოლევ-სლობოდევსკის სივრცეშიW−1/p

p (R+). ამიტომ
მიღებულგანტოლებას გამოვიკვლევთბესელის პოტენციალთა სივრცეშიდა შემდეგ საინ-
ტერპოლაციოთეორემის მეშვეობითამ განტოლების ამოხსნადობაზე გავაკეთებთდასკვნებს
სობოლევ-სლობოდევსკის სივრცეში.

ÈÄÏÒÄÌÀ 4.11 ÅÈØÅÀÈ, 1 < p <∞ ÃÀ G1, r+H0 ∈ H−1/p
p (R+).

(2.36a) ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀÓ ÀØÅÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÄÒÈÀÃ-

ÄÒÈÉ ßÚÅÉËÉ φ0, ψ ∈ H̃−1/p
p (R+) ÓÉÅÒÝÄÛÉ.

Ö×ÒÏ ÌÄÔÉÝ, ÈÖ G1, r+H0 ∈ W−1/p
p (R+), ÌÀÛÉÍ (2.36a) ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒ

ÂÀÍÔÏËÄÁÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀÓ ÀØÅÓ ÀÌÏÍÀáÓÍÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ßÚÅÉËÉ φ0, ψ ∈ W̃−1/p
p (R+)

ÓÉÅÒÝÄÛÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ: (2.36a) სისტემა გადავწეროთ შემდეგნაირად

BαΦ = G, (4.1)

Φ :=

(
φ0

ψ

)
∈ H̃−1/p

p (R+), Gα :=

(
G1

2r+H0

)
∈ H−1/p

p (R+),

Bα =

[
I Aα

−Aα I

]
, Aα =

1

4π

[
K1

eiα +K1
e−iα

]
.
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დაგამოვიკვლიოთოპერატორიBα := : H̃s
p(R+) → H−1/p

p (R+)თეორემა 3.9-ისდახმარებით.
ამისთვის განვიხილოთ მატრიც-ფუნქცია

Bs
α,β(ω, λ) :=



[
1 λA s

α,β(ξ)

−λA s
α,β(ξ) 1

]
, ω = (ξ,∞) ∈ Γ1,


(
η + γ

η − γ

)s

0

0

(
η + γ

η − γ

)s

 , ω = (+∞, η) ∈ Γ+
2 ,


(
η − γ

η + γ

)s

0

0

(
η − γ

η + γ

)s

 , ω = (−∞, η) ∈ Γ−
2 ,

eπsi

[
1 λDs

α,β(ξ)

−λDs
α,β(ξ) 1

]
, ω = (ξ, 0) ∈ Γ3,

(4.2)

1 6 λ 6 1, −1 < s < 1, 0 < β :=
1

p
< 1,

რომელიც ემთხვევა Bα ოპერატორის სიმბოლოს λ = 1-თვის, ე.ი. Bs
α,β(ω) = Bs

α,β(ω, 1)

რადგან სისტემა (2.36a) ექვივალენტურია (4.1) სისტემისდაუკანასკნელითავის მხრივ
ექვივალენტურია (2.3) შერეულისასაზღვრო ამოცანის (იხ. თეორემა 2.3), ერთადერთობის
თეორემის 2.2 ძალით (2.36a) სისტემას აქვს ერთადერთი ამონახსნი H̃−1/2(R+) სივრცეში.
ამის გამო საკმარისიადავამტკიცოთ, რომ სისტემა (2.36a) არისფრედჰოლმის W̃1−1/p

p (R+)

სივრცეში და გააჩნია ინდექსი 0

IndBα = 0. (4.3)

ეს ფორმულა ერთადერთობის შედეგთან ერთად KerBα = 0, გვაძლევს Coker Bα = 0 და
მატრიცული ოპერატორის Bα : H̃−1/2

p (R+) → H̃−1/2
p (R+) შებრუნებადობა უზრუნველ-

ყოფილია ყველა 1 < p <∞.

თუ გამოვიყენებთ ნამდვილი ინტერპოლაციის ფუნქტორს (იხ. [Tr95]), ადვილად
დავასკვნით ოპერატორის Bα : W̃−1/2

p (R+) → W̃−1/2
p (R+) ყველა 1 < p <∞.

თუ c1 := eiα, c2 = e−iα,
π

2
< α < π მაშინ არსებობს γ, arg γ > 0 ისეთი, რომ

−π < arg γ cj < 0, j = 1, 2, σ(c1, γ) = 0, σ(c2, γ) = −2,

c−s
1 = e−iαs, c−s

2 = ei α s (4.4)
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და Hgs
γ,cj ,p

(∞, ξ) = Wgs
γ,cj,p

(∞, ξ) = 1 მაშინ (4.1), (3.20)და (3.14)--(3.16), სიმბოლო არის

A s
α,β(ξ)=

1

2π

[
eσ(e

iα,γ)πsie−iα sK 1
eiα,p(ξ) + eσ(e

−iα,γ)πsieiα sK 1
e−iα,p(ξ)

]
=−e

−π(β−iξ)i+α(β−iξ−1)i−αsi + e−2π si+π(β−iξ)i−α(β−iξ−1)i+α si

2 sinπ(β − iξ)

=−
e−iπ s cos

[
α+ (π − α)(β − s− iξ)

]
sinπ(β − iξ)

,

Ds
α,β(ξ)=

1

2π

{
e(σ(e

iα,γ)+1)πsiK 1
eiα,p(ξ) + e(σ(e

−iα,γ)+1)π siK 1
e−iα,p(ξ)

}
=−e

−π(β−iξ)i+α(β−iξ−1)i+π si + e−2π si+π(β−iξ)i−α(β−iξ−1)i+π si

2 sinπ(β − iξ)

=−
cos
[
π s− α− (π − α)(β − iξ)

]
sinπ(β − iξ)

,

detBs
α,β(ξ, λ)=det

[
1 λA s

α,β(ξ)

−λA s
α,β(ξ) 1

]
= 1 + λ2

[
A s

α,β(ξ)
]2

=1 + λ2
e−2πsi cos2

[
− π s+ α(s+ 1) + (π − α)(β − iξ)

]
sin2 π(β − iξ)

(4.5)

=
sin2 π(β − iξ) + λ2e2π si cos2

[
− π s+ α(s+ 1) + (π − α)(β − iξ)

]
sin2 π(β − iξ)

on Γ1,

detBs
α,β(ξ, λ)=det

[
1 λDs

α,β(ξ)

−λDs
α,β(ξ) 1

]
= 1 + λ2

[
Ds

α,β(ξ)
]2

=1 + λ2
cos2

[
π s− α− (π − α)(β − iξ)

]
sin2 π(β − iξ)

=
sin2 π(β − iξ) + λ2 cos2

[
π s− α− (π − α)(β − iξ)

]
sin2 π(β − iξ)

on Γ3. (4.6)

(4.5)და (4.6) ფორმულებში პირველი შესაკრები

sin2 π(β − iξ) = [sinπβ coshπξ + i cosπβ sinhπξ]2 , (4.7)

coshπξ :=
1

2

[
eπξ + e−πξ

]
sinhπξ =

1

2

[
eπξ − e−πξ

]
დომინირებს მეორე შესაკრებს, როცა ξ ̸= 0და ამიტომ ცხადია, რომ

detBs
α,β(ξ, λ) ̸= 0 ყველა 0 ̸= ξ ∈ R,

π

2
< α < π, 0 < β < 1, (4.8)

−1 < s < 1, 0 6 λ 6 1 R− წირზე.
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ξ = 0-თვის (4.5) ტოლობაში გამოვიყენოთ დაშლა e−2π si = cos(2π s) − i sin(2π s) და
ნამდვილიდა წარმოსახვითი ნაწილები გავუტოლოთ 0-ს, მივიღებთ, რომ detB1−1/p

α,1/p (0) =

0 მაშინ და მხოლოდ მაშინ

sin2 πβ + λ2 cos(2π s) cos2(π s− α− (π − α)β) = 0, (4.9a)

sin(2π s) cos2(π s− α− (π − α)β) = 0. (4.9b)

განტოლების (4.9b) ამონახსნებია s = 0, −+1/2. მაშინ sin(2π s) = 0 და ან cos(2π s) = 1 (თუ
s = 0) ან კიდევ cos(2π s) = −1 (თუ s = −+1/2). პირველი მათგანი s = 0 არ წარმოადგენს
განტოლების (4.9a) ამონახსნს, რადგან sin2 πβ > 0და, მაშასადამე,

sin2 πβ + λ2 cos2[(π − α)(β − s) + α] ̸= 0.

ხოლო, თუ s = −+1/2 მივიღებთ შემდეგ განტოლებას

sin2 πβ − cos2
[
(π − α)

(
β+
−1

2

)
+ α

]
= sin2 πβ − sin2

[
πβ −

(
β − 1+

−1

2

)
α

]

= sin

[
2πβ −

(
β − 1+

−1

2

)
α

]
sin

(
β − 1+

−1

2

)
α = 0

რომელსაც აქვს შემდეგი ამონახსნები

2πβ −
(
β − 1+

−1

2

)
α = 0, −+π,

(
β − 1+

−1

2

)
α = 0, −+π,

α ∈
(π
2
, π
)

for each 0 < β < 1

რომლებიც წარმოადგენენ აკრძალულ კუთხეს.

განტოლების (4.9b) სხვა ამონახსნია cos2(π s−α−(π−α)β) = 0, რომელიც არ წარმოად-
გენს განტოლების (4.9a) ამონახსნს, რადგან sin2 πβ > 0. მაშასადამე,

detBs
α,β(0, λ) ̸= 0 ყველა

π

2
< α < π, 0 6 λ 6 1, on 0 < β < 1, Γ1. (4.10)

−1 < s < 1, s ̸= −+
1

2
, and s = −+

1

2

პირობით, რომ α ∈
(π
2
, π
)
არ არის ტრანსცენდენტული განტოლების (2.7) ამონახსნი.

აგრეთვე გვაქვს

detBs
α,β(0, λ) =

sin2 πβ + λ2 cos2
[
π s− α− (π − α)β

]
sin2 πβ

̸= 0 on Γ3. (4.11)

რადგან sin2 πβ > 0.
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პირობებიდან (4.8), (4.10)და (4.11) გამომდინარეობს

detBs
α,β(ξ, λ) ̸= 0 ყველა

π

2
< α < π, 0 < β < 1, (4.12)

−1 < s < 1, s ̸= −+
1

2
, 0 6 λ 6 1 on ω ∈ R := Γ1 ∪ Γ−

2 ∪ Γ+
2 ∪ Γ3.

თუ c1 := eiα, c2 = e−iα, 0 < α <
π

2
მაშინ არსებობს γ, arg γ > 0 ისეთი, რომ

0 < arg γ cj < π, j = 1, 2, σ(c1, γ) = 0, σ(c2, γ) = 0,

c−s
1 = e−iαs, c−s

2 = ei α s (4.13)

და

Hgs
γ,cj ,p

(∞, ξ) = eπsi
[
cos πs− sin πs

sinπ(β − iξ)

]
(4.14)

Wgs
γ,cj,p

(∞, ξ) = eπsi [cos πs− sin πs cot π(β − iξ)] (4.15)

მაშინ როცა arg(γ c) · arg γ > 0 (იხილეთ (3.25)და (3.26)). მაშინ სიმბოლო გამოითვლება

A s
α,β(ξ) =

1

2π
eσ(e

iα,γ)πsie−iα s
[
K 1

eiα,p(ξ)Wgs
γ,eiα,p

(∞, ξ) + K 1
−eαi,p(ξ)Hgs

γ,eiα,p
(∞, ξ)

]
+

1

2π
eσ(e

−iα,γ)πsieiα s
[
K 1

e−iα,p(ξ)Wgs
γ,e−iα,p

(∞, ξ) + K 1
−e−αi,p(ξ)Hgs

γ,e−iα,p
(∞, ξ)

]
= −eπsi

cos
[
α(s+ 1) + (π − α)(β − iξ)

]
sinπ(β − iξ)

[
cosπs− sinπs cotπ(β − iξ)

]
− eπsi

cos
[
α(s+ 1)− α(β − iξ)

]
sinπ(β − iξ)

[
cosπs− sinπs

sinπ(β − iξ)

]
= − eπsi

sinπ(β − iξ)
Ã s

α,β(ξ) on Γ1 (4.16)

Ã s
α,β(ξ) :=

(
cos
[
α(s+ 1) + (π − α)(β − iξ)

][
cosπs− sinπs cotπ(β − iξ)

]
+ cos

[
α(s+ 1)− α(β − iξ)

][
cosπs− sinπs

sinπ(β − iξ)

])
, ξ ∈ R. (4.17)
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Ds
α,β(ξ) =

1

2π
eσ(e

iα,γ)πsie−iα s
[
eπsiK 1

eiα,p(ξ) + K 1
−eαi,p(ξ)Hgs

γ,eiα,p
(∞, ξ)

]
+

1

2π
eσ(e

−iα,γ)πsieiα s
[
eπsiK 1

e−iα,p(ξ) + K 1
−e−αi,p(ξ)Hgs

γ,e−iα,p
(∞, ξ)

]
= −eπsi

cos
[
α(s+ 1) + (π − α)(β − iξ)

]
sinπ(β − iξ)

− eπsi
cos
[
α(s+ 1)− α(β − iξ)

]
sinπ(β − iξ)

[
cosπs− sinπs

sinπ(β − iξ)

]
= − eπsi

sinπ(β − iξ)
D̃s

α,β(ξ) on Γ3 (4.18)

D̃s
α,β(ξ) :=

(
cos
[
α(s+ 1) + (π − α)(β − iξ)

]
+ cos

[
α(s+ 1)− α(β − iξ)

][
cosπs− sinπs

sinπ(β − iξ)

])
ξ ∈ R. (4.19)

მაშასადამე,

detBs
α,β(ξ, λ)=det

[
1 λA s

α,β(ξ)

−λA s
α,β(ξ) 1

]
= 1 + λ2

[
A s

α,β(ξ)
]2

=1 + λ2
e2πsi(Ã s

α,β)
2(ξ)

sin2 π(β − iξ)

=
sin2 π(β − iξ) + λ2e2π si(Ã s

α,β)
2(ξ)

sin2 π(β − iξ)
on Γ1, (4.20)

detBs
α,β(ξ, λ)=det

[
1 λDs

α,β(ξ)

−λDs
α,β(ξ) 1

]
= 1 + λ2

[
Ds

α,β(ξ)
]2

=1 + λ2
e2πsi(D̃s

α,β)
2(ξ)

sin2 π(β − iξ)

=
sin2 π(β − iξ) + λ2e2πsi(D̃s

α,β)
2(ξ)]

sin2 π(β − iξ)
on Γ3. (4.21)

(4.20) და (4.21) ფორმულებში პირველი შესაკრები, რომელიც წარმოიდგინება (4.7)
ფორმულით, დომინირებს მეორე შესაკრებს λ2e2π si(Ã s

α,β)
2(ξ) და λ2e2πsi(D̃s

α,β)
2(ξ), თუ

ξ ̸= 0და 0 6 λ 6 1; მაშასადამე,

detBs
α,β(ξ, λ) ̸= 0 ყველა 0 ̸= ξ ∈ R, 0 < α <

π

2
, 0 < β < 1, (4.22)

−1 < s < 1, 0 6 λ 6 1 Γ1 ∪ Γ3 რკალზე.
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ξ = 0 შემთხვევაში (4.21)ფორმულაში გამოვიყენოთშემდეგიდაშლა e2π si = cos(2π s)−
i sin(2π s) და ნამდვილი და წარმოსახვითი ნაწილები გავუტოლოთ 0-ს, მივიღებთ, რომ
detBs

α,β(0) = 0 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა

sin2 πβ + λ2 cos(2π s)(Ã s
α,β)

2(0) = 0, (4.23a)

sin(2π s)(Ã s
α,β)

2(0) = 0, (4.23b)

sin2 πβ + λ2 cos(2π s)(D̃s
α,β)

2(0) = 0, (4.23c)

sin(2π s)(D̃s
α,β)

2(0) = 0. (4.23d)

განტოლებების (4.23b) და (4.23d) ამონახსნებია s = 0, −+1/2. მაშინ sin(2π s) = 0 და
ან cos(2π s) = 1 (თუ s = 0) ან კიდევ cos(2π s) = −1 (თუ s = −+1/2). პირველი მათგანი
s = 0 არ წარმოადგენს განტოლებების (4.23a) და (4.23c) ამონახსნს, რადგან sin2 πβ > 0.
მაშასადამე ,

sin2 πβ + λ2(Ã 0
α,β)

2(0, λ) ̸= 0, sin2 πβ + λ2(D̃0
α,β)

2(0, λ) ̸= 0.

თუ s = −+1/2და λ = 0 განტოლებები (4.23a)და (4.23c) ღებულობენ შემდეგ სახეს

sin2 πβ − (Ã −+1/2
α,β )2(0, 1)

:= sin2 πβ −
{
cotπβ cos

[
α

(
1−+

1

2

)
+ (π − α)β

]
+

1

sinπβ
cos

[
α

(
1−+

1

2

)
− αβ

]}2

=

sin4 πβ −
{
cosπβ cos

[
α

(
1−+

1

2

)
+ (π − α)β

]
+ cos

[
α

(
1−+

1

2

)
− αβ

]}2

sin2 πβ
= 0,

sin2 πβ − (D̃ −+1/2
α,β )2(0, 1)

:= sin2 πβ −
{
cos

[
α

(
1−+

1

2

)
+ (π − α)β

]
+

1

sinπβ
cos

[
α

(
1−+

1

2

)
− αβ

]}2

=

sin4 πβ −
{
sinπβ cos

[
α

(
1−+

1

2

)
+ (π − α)β

]
+ cos

[
α

(
1−+

1

2

)
− αβ

]}2

sin2 πβ
= 0,

რომლებიც ემთხვევა (2.8)და (2.9)დამათშეიძლება ჰქონდეთარაუმეტესიორი ამონახსნისა
თითოეულს, ყოველი 0 < β < 1.

განტოლებების (4.23b) და (4.23d) სხვა ამონახსნებია Ã s
α,β(0) = 0 და, შესაბამისად,

D̃s
α,β(0) = 0. მაგრამ არ წარმოადგენენ (4.23a) და (4.23c) განტოლებების ამონახსნებს,
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რადგან sin2 πβ > 0. მაშასადამე,

detBs
α,β(0, λ) ̸= 0 ყველა 0 6 λ 6 1, 0 < β < 1 on Γ1 ∪ Γ3, (4.24)

−1 < s < 1, s ̸= −+
1

2

და ყველა α ∈
(
0,
π

2

)
, რომლებიც არ წარმოადგენენ (2.8) და (2.9) ტრანსცენდენტული

განტოლებების ამონახსნებს.

ჩვენ გვექნება

detBs
α,β(0, λ) ̸= 0 ყველა α ∈

(
0,
π

2

)
, 0 6 λ 6 1, 0 < β < 1 on Γ−+

2 . (4.25)

პირობებიდან (4.22), (4.24)და (4.25) გამომდინარეობს

detBs
α,β(ω, λ) ̸= 0 ყველა 0 < α <

π

2
, 0 < β < 1, (4.26)

−1 < s < 1, s ̸= −+
1

2
, 0 6 λ 6 1 on ω ∈ R := Γ1 ∪ Γ−

2 ∪ Γ+
2 ∪ Γ3.

პირობებიდან (4.12)და (4.26) გამომდინარეობს, რომ

detBs
α,β(ω, λ) ̸= 0 ყველა ω ∈ R := Γ1 ∪ Γ−

2 ∪ Γ+
2 ∪ Γ3, (4.27)

0 < α < π, −1 < s < 1, s ̸= −+
1

2
, 0 6 λ 6 1, 0 < β < 1.

დავამტკიცოთ, რომ

IndBs
α,β = 0 ყველა 0 < α < π, −1 < s < 1, s ̸= −+

1

2
, 0 < β < 1. (4.28)

ამისათვის შევნიშნოთ, რომ რადგან detBs
α,β(ω, λ) ̸= 0 ყველა 0 < α < π, 0 < β < 1,

−1 < s < 1, s ̸= −+
1

2
,R := Γ1∪Γ−

2 ∪Γ+
2 ∪Γ3, 0 6 λ 6 1, ინდექსები ემთხვევიან ერთმანეთს

და არიან ნულის ტოლი

IndBs
α,β = IndBs

α,β(·, 1) = IndBs
α,β(·, λ) = IndBs

α,β(·, 0) = 0. (4.29)

მართლაც, ადვილად შემოწმებადია, რომ IndBs
α,β(·, 0) = 0, რადგან detBs

α,β(ω, 0) არის
მუდმივიR მართკუთხედისორგვერდზეΓ1დაΓ3და არგუმენტის ნაზრდებს arg detBs

α,β(ω, 0)

მართკუთხედის Γ−
2 და Γ+

2 გვერდებზე გააჩნიათ საწინააღმდეგო ნიშანი. მაშასადამე,
IndBs

α,β(·, 0) = 0და ფორმულა (4.3)დამტკიცებულია.

თეორემების 3.9და 2.2დაფორმულების (2.22)და (2.23) საშუალებითდავასკვნით,რომ
(2.36a)სასაზღვროინტეგრალურგანტოლებათა სისტემას გააჩნია ამონახსნის ერთადერთი
წყვილი ψ ∈ H̃−1/p(R+) φ ∈ H̃1−1/p

p (Rα) ყველა 1 < p <∞.
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ÈÄÏÒÄÌÉÓ 2.1 ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ: თუ 0 < α < π დამტკიცება წარმოადგენს თეორემა 2.3 და
თეორემა 4.11 შედეგს.

თუ π < α < 2π, სასაზღვრო ინტეგრალურ ოპერატორში Bα ოპერატორის განმარტე-
ბიდან

Bα =

[
I Aα

−Aα I

]
, Aα =

1

4π

[
K1

eiα +K1
e−iα

]
.

α შეგვიძლია შევცვალოთ α0 := 2π − α ∈ (0, π), რადგანK1

e−+ iα =K1
e
−
+iα0

.
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